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PREFACE 



11 y a quelque hardiesse 9 le mot témérité serait-il plus exact? dans le titre 
du livre que nous présentons au public; ce Traité résume- 1- il en effet, 
complète-t-il les études antérieures, études reprises, étendues par Gauss, 
et consignées par lui dans l'ouvrage intitulé Disquisitiones Ârithmedcse? 
Notre réponse à cette question sera franche , puisse-t*elle justifier notre déter- 
mination. Lagrange, dominé sans doute alors par le juste sentiment de ses 
forces , disait un jour, en parlant du grand Newton : « Tous n'ont pas le 
K bonheur de trouver un système du monde à faire, n Dans un ordre bien 
inférieur, nous avons été plus heureux : l'Analyse indéterminée du second 
degré à deux inconnues, analyse créée par Euler, enrichie par de nombreuses 
recherches isolées, n'était pas terminée; toutes les équations incomplètes, 
renfermant le carré d'une seule des variables ne pouvaient être résolues ; cette 
lacune était d'autant plus notable, que sur ce terrain fictivement établi, sur 
cette résolution hypothétique , mais non réelle , reposait toute cette analyse. 
Délicate, on le voit, est la position qui nous est faite; nous devons le respect 
à ceux qui nous ont précédé , mais ce respect exige-t-il notre silence sur une 
opinion qui a circulé sans examen dans le monde scientifique ? La partie que 
nous explorons est peu étudiée ; faute de la connaître , on a admis va- 
guement et de confiance qu'elle présentait un ensemble théorique, et que, 
depuis Gauss, cette partie était acquise à la science : la première note qui 
accompagne notre introduction montre que Gauss présent dirait le contraire, 
et la constatation de ce fait irréfragable ne peut certes diminuer la reconnaissance 
que l'on doit à l'illustre protégé du duc de Brunswick, à ce puissant investi- 
gateur dans les sciences exactes. 

L'ouvrage actuel est divisé en quatre parties; la première renferme une 
méthode de résolution , en nombres entiers , de toutes les équations du second 
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degré à deux inconnues contenant le carré d'une seule des variables ; cette 
méthode est essentiellement neuve , ne remplace aucune autre , car des essais 
interminables, des tâtonnements sans issue certaine constituaient les seuls 
moyens mdiqués. La seconde et la troisième partie présentent les méthodes de 
résolution des autres équations appartenant à l'analyse précitée : ces méthodes 
déjà connues sont fondées sur la résolution des équations étudiées dans la pre- 
mière partie ; ainsi , à un caractère général purement hypothétique , succède 
un état pratiqué , qui jusqu'alors manquait à cette analyse. Iiidépendamment 
des nombreux changements adoptés , des compléments ajoutés aux démon- 
strations connues sur ces deux parties y nous devons dire les causes qui nous 
ont porté à reprendre le vocabulaire ancien , délaissé par plusieurs , déjà repris 
par d'autres : dans les sciences exactes , et surtout dans une théorie sur les 
nombres y tout néologisme non puissamment motivé , toute innovation , si elle 
n'est pas impérieusement exigée , doivent être bannis ; or, les notations , les 
dénominations, introduites par Gauss, nous paraissent avoir, en général, à un 
haut degré ce caractère négatif. Ce défaut explique peut-être, et le petit 
nombre de lecteurs conquis chez nous par le savant Allemand , et par suite 
l'idée fausse qu'on s'est faite du progrès de la partie que nous traitons ici : les 
mots techniques, les signes adoptés par Gauss, régularisent, dira -t- on, 
quelques conceptions vraies sur le mécanisme des nombres : cet avantage , 
d'ailleurs contestable , compense-t-il ces difficultés de forme qui , pour un 
lecteur même attentif, s'ajoutent alors à des difficultés plus sérieuses? com- 
pense-t-il l'étrangeté de mots qui prétendent remplacer ceux qui furent les 
compagnons familiers de notre enfance ? Nous ne le croyons pas , et pour nous 
les mots: équations y multiplesynon multiples^ diviseurs ^ périodes ^ restes ^ etc., etc., 
sonnent plus nettement à l'oreille, parlent plus clairement à l'intelligence , 
valent mieux enfin que les expressions : congruences^ congrus ^ incongrus ^ 
modules y mantisses ^ résidus quadratiques ou non quadratiques ^ etc., etc.; après 
tout, le public reste juge, il prononcera. 

Les racines primitives , ces états singuliers numériques , qui nous cachent 
peut-être quelque rouage du mécanisme des nombres , les racines primitives 
constituent une étude tellement liée à l'analyse indéterminée, que toute 
remarque sur cette adjonction serait inutile. Notre quatrième partie est une 
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suite d'applications des principes exposés dans la première partie j elle est doue 
comme celle-ci , complètement neuve ; elle renferme , avec des augmentations 
notables ^ le Mémoire présenté par nous , en 1 846 , à l'Académie des sciences ; 
elle est enfin le résultat de recherches qui, nous l'espérons , jetteront quelque 
lumière sur cette théorie si obscure et si curieuse des périodes, théorie qui est 
encore dans l'enfance , et nous avons consigné tout ce qu'il nous a été donné 
de dire sur ce chapitre de l'analyse numérique. 

Les mathématiques pures planent , en général , dans un monde idéal ; tou- 
jours en honneur, et par suite toujours en progrès chez les Grecs , elles se 
vengèrent cruellement des vingt siècles de TindifTérence romaine , en refusant 
toute initiative chez elles , en refusant même une numération au Peuple-Roi ; 
quelle fut la cause de cette ignorance , et peut-être de ce mépris chez les 
Romains ? L'inutilité , dira-t-on ; mais les esprits superficiels se plaisent seuls à 
regarder comme infécondes et stériles ces hauteurs de la science , et bien diffi- 
cile serait l'indication de la ligne qui , dans les mathématiques , sépare la partie 
essentiellement spéculative de la partie plus directement utile : toutes, en effet, 
viennent éclairer, régulariser les faits qui répondent aux besoins matériels de 
l'homme ; elles tracent au marin sa route sur l'immense océan ; elles dévoilent 
à l'ingénieur les lois primitives du mouvement dans les machines , lois quelque- 
fois si compliquées, sans lesquelles l'homme, perdu dans des faits isolés et mal 
vus, dans les écarts d'une imagination en délire , demanderait à la matière, des 
combinaisons, des effets radicalement impossibles ; demanderait , par exemple, 
à la vapeur d'eau , le rôle d'explosion graduée, que joue la poudre dans le jet des 
projectiles. Avec les mathématiques seulement nous pouvons suivre, par consé- 
quent maîtriser, gouverner ces agents mystérieux et redoutables, qui , sous les 
nomsdecAa/^£/r^ à' électricité, Ae lumière, entrent comme éléments de puissance, 
comme moteurs , comme courriers dans la plupart de ces mêmes machines : 
si donc les mathématiques ne se rattachaient pas déjà aux autres connaissances 
par ce lien supérieur qui relie en Dieu toute vérité, elles seraient encore unies 
à ces mêmes connaissances par leur application faite à notre humanité. 
Disons-le donc , et nous serons dans le vrai , histoire , philosophie y morale, 
industrie, sciences spéculatives ^ sciences physiques j sciences descriptisfes ; 
autant de parties d'un grand tout indispensable, autant de parties qui se 

b 
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prêtent un muluel secours et convergent vers un même but , le bien-être inteU 
lectuel et physique de Thomme ; de cette solidarité intime , de cette idëe vraie , 
suit-il qu'un traite sur un point des sciences exactes doive prendre la forme 
encyclopédique 9 qu'un traité sur les nombres, par exemple , c'est-à-dire sur 
l'arithmétique , doive chercher ses preuves dans une analyse transcendante ou 
même simplement dans l'algèbre ? Cet écueil , créé en général par une vanité 
puérile 9 nous avons voulu , à l'exemple des Gauss, des Poinsot, etc. , etc., 
soigneusement l'éviter, et nous pouvons affirmer que tout lecteur, familiarisé 
avec les principes ordinaires de l'arithmétique , pourra lire , comprendre notre 
travail , et de cette lecture retirer, nous l'espérons , un profit réel. 

Les auteurs qui ont fait des études analogues à celles qui constituent l'ouvrage 
actuel, ont été aidés, les uns par la munificence des princes, les autres par 
ces positions officielles, i*emarquables , qui donnent à un État le droit de venir 
à leur aide, au moins pour la partie matérielle de leur œuvre. Moi, j'ai 
marché seul , soutenu par mes propres forces ; temps , soins , études , et plus 
encore, j'ai tout consacré à un travail dont l'utilité pei'sonnelle n'est pas même 
problématique ; je connais le nom que plusieurs donneront à cette abnégation , 
et je n'ai rien à leur répondre ; néanmoins , tout effet a sa cause , toute action a 
son mobile : à ceux qui sont plus indulgents, parce qu^ils croient et obéissent à 
une pensée plus élevée, je répondrai par un de ces détails intimes pour lequel 
je réclame cette même indulgence qui préside à leur jugement : cette con- 
fidence sera d'ailleurs comme un dernier adieu que j'adresserai à mon livre, 
à ce vieil ami qui désormais appartient au public. Élève de l'École Poly- 
technique, la direction donnée à mes premiers efforts est connue; licencié 
en 4816, d'autres exigences prévalurent. Un malheur imprévu me rendit 
à mes anciennes, à mes chères études : je perdis ma fille.... Profondément 
atteint à la fin de ma route, je doutai un moment, et ce n'était pourtant 
qu'un de ces sacrifices imposés par celui dont il faut subir l'action toute-puis- 
sante, sans même faire entendre un vain murmure ; il m'a été donné de ne pas 
imiter l'intelligence à laquelle j'emprunte mon épigraphe, intelligence que le 
spectacle des choses de ce monde jeta dans le désespoir, et amena à cette 
conclusion désdante : le ciel ne s'occupe pas de la terre. J'ai demandé une de 
ces distractions fortes, que pouvait seul donner celui qui recevait ma demande; 
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j'ai été entendu 9 et je suis reconnaissant d'un bienfait que Ton pouvait me 
refuser, d'un bienfait qui m'a rapproché de cette essence infinie, en qui toute 

vérité se confond, comme dit Bossuet. Huit années ont passé j'apporte 

ma pierre à Tédifice qui incessamment s'élève; mais l'accueil du public, quel 
qu'il soit , ne pourrait altérer ma profonde gratitude ; le travail actuel , même 
s'il trompait mes espérances , serait encore pour moi éminemment fructueux ; 
je ne pourrais regretter ni mes veilles, ni mes fatigues, ni même cette douce 
illusion qui m'a fait entreprendre, dans la mesure de mes forces, un livre que 
je crois utile aux progrès des sciences mathématiques. 



Lorient, fcvrier 1852. 






ERRATA. 

FAUTES ESSENTIELLES A CORRIGER. 

Page ii , ligne 24, q^ lisez y. 

46 , lignes 4 et 18 , carrez le coefficient de r. 
25, ligne », 2072 , Usez 2077. 

27, lignes 7 et 8, — — i-, /wz ^— 1—.. 

32 , lignes 11, 13, 15, 17, ajoutez A au coefficient de n. 

44 , lignes 28 et 30, ajoutez — ^R au second membre de la première égalité. 

46 , ligne 10 , =R , Usez — R. 

58 , lignes 2,3,4,5, carrez le coeflicient de /*. 

58 , ligne 10 , — 2/i et +2/? , lisez -f-2/i et — 2/î. 
126, lignel2,X = ^ — 30, /wz X = j:-|-30. 
188 , ligne 27 , n« 89 , Usez n* 88. 
189 , ligne 25, n» 89, Usez n» 88. 
289 , ligne 10, c'est-à-dire, Usez est-ce dire. 
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INTRODUCTION. 

i . L'analyse iDcléterminée du second degré est une science toute moderne. 
Euler parait en être le véritable créateur ; on lui doit, du moins, les premières 
méthodes tentées sur cette partie , méthodes incomplètes , mais qui constituent 
les premiers enseignements réguliers sur la résolution , en nombres entiers , des 
équsttions du second degré à deux inconnues. Lagrange , Legendre , plus récem- 
ment Gauss, Poinsot, Cauchy, Jacobi, etc. , ont ajouté à cette théorie des prin- 
cipes remarquables; les faits sont donc nombreux, mais épars, et dans la limite 
même de deux inconnues, cette analyse n'a pas été , ne pouvait pas être pré- 
sentée en corps de science. Le traité que nous publions est le résultat de plu- 
sieurs années de travaux. Est-il un exposé méthodique et complet de cette 
théorie qu 'Euler nommait épineuse? Prendra-t-il la place que nous lui assignons? 

m 

Le public jugera; mais nous croyons être dans le vrai en disant que cette place 
était libre. Ne parlons que des ouvrages les plus étendus et qui offrent un 
ensemble de principes sur le sujet qui nous occupe : EsscU sur la- théorie des 
nombres^ par Legendre; Disquisitiones arithmeticœ^ de Gauss. Malgré notre 

1 
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profond respect pour ces maîtres de la science y nous pensons que le premier 
est un simple recueil , et son titre l'indique , de principes déjà connus ou dus à 
Tauteur, sur la théorie des nombres, c'est-à-dire sur toute l'analyse indéter- 
minée. Quant au second ouvrage, peut-être est-il permis de reprocher au savant 
allemand l'emploi de notations particulières , de dénominations nouvelles qui 
ne paraissent pas indispensables. Remarquons, d'ailleurs, que le travail de 
Gauss, justement intitulé Recherches, est purement théorique , ne donne aucun 
moyen pratique de résoudre en nombres entiers les équations du second degré 
à deux inconnues^. Ces remarques ne peuvent diminuer le mérite d'auteurs 



* Cette opinion est le résultat d'une étude approfondie de l'ouvrage précité; néanmoins 
quelques développements peuvent être nécessaires , surtout pour ceux qui , consciencieusement 
sans doute, mais sur parole d'autrui , pensent que Gauss a complété cette partie de l'analyse des 
nombres. 

Étant donné à résoudre y en nombres entiers , l'équation du second degré à deux inconnues : 

la méthode connue de résolution de cette équation suppose que l'on a calculé préalablement les 
diverses solutions, en nombres entiers , d'une première équation auxiliaire az*-{-2&xj-|-r7^=M ; 
cette seconde recherche admet la connaissance des solutions entières d'une seconde équation auxi- 
liaire z' — A = Ma; or, dans l'état actuel de cette partie des mathématiques, le dernier point 
qui est capital reste purement hypothétique ; on n'a aucune méthode de résolution , en nombres 
entiers, de l'équation fondamentale z* — A = Mu; Gauss a perfectionné d'une manière admi- 
rable la méthode qui établit le passage des solutions supposées connues de l'équation z* — Az=zVLu 
aux solutions de l'équation oj^ -f- ^bxf -|- c/* = M : nous rendons justice pleine et entière à la 
sagacité du savant allemand , sagacité à laquelle nous devons les principes essentiels qui consti- 
tuent notre seconde partie ; mais si , comme il est dit dans le texte ,* nous avons un profond 
respect pour ce midtre de la science, le respect n'exclut pas l'examen, il nous est impossible 
d'admettre , non pas seulement comme méthode , mais même comme moyen quelquefois pratique, 
les diverses indications données par Gauss pour la résolution de la congruence z' = A (module M j , 
congruence qui est bien l'équation z' — A = Mie. L'auteur convient lui-même , n"* I5S, que ses 
indications ne sont pas générales et sont rarement utiles : citons le paragraphe qui termine la 
section IV. 

« Jusqu'à présent nous n'avons traité que la congruence simple z'==A (module M); nous 
avons appris à reconnaître les cas où elle est résoluble; par le niunéro 105 la recherche des 
racmes elles-mêmes est ramenée au cas où M est un nombre premier ou une puissance d'un 
nombre premier, et par le n<> iOl ce dernier cas est ramené à celui où M est un nombre premier. 
Quant à celui-ci , en comprenant ce que nous avons dit n* 61 avec ce que nous enseignerons 
section V, on aura presque tout ce qui peut se faire par les méthodes générales; mais dans 
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placés avec raison parmi les analystes célèbres ; elles expliquent la pensée qui 
a présidé à notre travail ; elles expliquent également les motife de la division de 
ce traité en trois parties : 

Première partie , résolution de Téquation 

Deuxième partie , résolution de Téquation 

Troisième partie , résolution de Téquation 

aX' + 2AXY + cY* + 2^ + 2^Y-|-/=0. 



le cas où elles sont applicables y elles sont infiniment plus longues que les méthodes indirectes 
que nous exposerons section VI et partant elles sont moins remarquables par leur utilité dans la 
pratique que par leur beauté. » 

Faisons sur cette citation deux remarques : 

Les principes exposés par Gauss » n° 61 et suivants et section Y, ne peuvent donner que les 
racines de la oongruence z* = 1 (module M) qui est l'équation z*— 1 = M« , ces principes sont 
donc rarement utiles. 

L'ensemble indirect relaté secdon YI est un procédé à l'aide duquel une persévérance opiniâtre 
peut y si les nombres A et M ne sont pas élevés , exclure tous les nombres entiers qui sont étrangers 
aux solutions de la congruence z* = A (module M). 

Cette note est un peu longue , mais elle établit nettement la nature du fait hypothétique qui 
servait de base à toute cette analyse ; la méthode indiquée ne pouvait donc présenter un caractère 
pratique, elle n'avait pas un caractère général , puisque toutes les équations incomplètes échap- 
paient à ses lois. 



PREMIÈRE PARTIE. 

RÉSOLUTION DE L'ÉQUÂ,TION aX»+AX + c = K.^. 



2. Si Ton pose X = - , Téquation proposée prend la forme 
Enfin j si l'on pose b-=zqj €u:=ry Ka = P, cette seconde équation devient 

la résolution proposée est donc subordonnée à celle de Téquation 

et celle-ci étant résolue on doit montrer le passage régulier de a: à X , c'est- 
à-dire indiquer, parmi les valeurs entières de x^ les multiples exacts de a. 

3» Lemme. Si un nombre est représenté par la formule jf^-j-^x-f-r, les 
nombres ^ et r étant entiers , Texpression de la racine carrée de ce nombre 
offre quelques circonstances qui nous seront utiles. 

1® Si le nombre q est impair, 

La racine carrée par défaut étant H^ = a; -]- ^T" , le reste est H^ -] — i— 

La racine carrée par excès étant Hj=ji:-]-^^t-_j le reste est — H,-] — i-. 



* La lettre A représente le nombre entier 4r — q^; ce nombre qui reparaîtra fréquemment dans 
toute cette partie sera invariablement représenté par la même lettre. 
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2"* Si le nombre q est pair, 

La racine carrée par défaut étant H^ = a; -f- 1 , le reste est j ; 

La racine carrée par excès étant H,=a:-j-|-f-^> le reste est — 2H,-f---|-^. 

De simples calculs prouvent l'exactitude de ces propositions. Il est d'ailleurs 
manifeste que les propositions réciproques sont exactes. 



RÉSOLimON DE L'ÉQUATION x« + yx + r = P . jr. 

4. Cette recherche peut être énoncée de la manière suivante : Les nombres 
P, q^ r étant entiers , trouver deux nombres entiers a, A , qui vérifient l'égalité 
€f'\-qa-\'r=^V .h. Ces deux nombres a et A constituent une solution de 
l'équation proposée. Or, la connaissance d'un nombre a, applicable à l'inconnue 
X , amène immédiatement celle de deux autres nombres — (P — a) et -|-(P-|-a), 
applicables à la même inconnue. Si l'on désigne par A -}- -^ ? A -}- j^ -|- 2^ les 
valeurs de y correspondantes , et si l'on conserve dans le calcul la lettre géné- 
rale a; , on a les trois égalités suivantes : 

V .hz=:x(X'\'q)-\-rj 
P(A+*)=(P— xXP-x— y) + r, 

I 

de là on déduit j = P — (2r-|-y), t=2x'\-qy et par conséquent on a les 
deux égalités [B] j-|-/ = P, f^kz=ilk9h^ qui nous seront utiles dans la 
suite. 

Les nombres P et ^ donnent des produits qui doivent être représentés par la 
formule ^-f-9*2;-[-r; or, ces nombres obéissent, en général, à une loi ana- 
logue à celle qui caractérise les nombres dits figurés. Représentons, comme 
ci*dessus, par A, A-}-j, A-|-^-|-2/ les trois premières solutions en /, et 
formons les deux progressions suivantes : 

X, ar, 5j, 7x,.... (2N— i>. 2/(1), 2<2), 2<3), 2<4),.... 2<N). 
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Formons aussi : 

4- lWnr««îon A-U f 4< +3+5 + 7 +(2N-3) + (2N- l)] 

1 lexpression A+[2,f^ +2+3+4 + (N-1)+ N ] 

p . , ( 41+3+5+7 +(2N-4)] 

^ , • ■+"l2^[1+3 + 3 + (N-l) ] 

2* les nombres < 

P._^,(^[< +3 + 5+7 +(2N-1)] 

'^l2^[1+2+3+4 + N ] 

Chacun des nombres F et F, multiplie par le nombre P, donne un produit 
dont la foime est a:* -f- ^x -|- r , les nombres x^ q^ r, étant entiers. Calculons, 
en eflPet , chacune de ces valeurs, en remarquant que le nombre des termes 
multiples de t qui entrent dans F est inférieur d*une unité à celui des termes 
multiples de t qui entrent dans F', on a : 

F = A+jN*+<N — 1)N, 

Multiplions chacun de ces nombres par P, on a, en employant la première des 
équations [B] , 

F.p=(j+f)»pp— /nCj+o+^'^+O, 

L'égalité r=2r-f-99 indiquée précédemment , montre que les nombres t et 
q ont simultanément le même état, soit impair, soit pair; si dans Tunet dans 
Tautre cas, on extrait la racine carrée, si on note les restes, on a les résultats 
suivants. Les nombres ^ et ^ sont impairs dans le premier groupe et sont pairs 
dans le second. 

Racine carrée de F.P = (j -[- f)N — —^ ; 

Reste =(, + ,)N~l±i+A(.+0-^^ + ^} 

Racine carrée de P.P î= (*+ ON + ^^ ; 

Reste =(,+f)N+iZLi+A(j + 0— ^-^^ — '-^î 
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RaciDe carrée de F.P = (j -[" O'^ "^ i » 



Reste z=h{s'\'t) — j; 

Racine carrëe de F.P = (^-j- ^)N -|- 5 ; 



Reste 



=A(^+0-ï- 



Oq doit donc démontrer (Lebime n^ 3) : l**, dans le premier cas, Texactitude 
après simplification de Tégalité 

^^ + 0-4 = 4 = — 4 ^ 

2^*9 dans le second cas, Texactitude de la même égalité 

' i/ I ^\ ^ A 4r — ^* 

A(x+0 — 4 = 4=— 4 ' 

or, cette égalité unique est une conséquence des égalités [B]. Il est donc 
démontré que les nombres entiers F et F sont des solutions de ^ : à chacune 
de ces solutions correspondent deux valeurs de x. 

o. A l'hypothèse restreinte d'un nombre unique P, substituons une hypo- 
thèse plus lai^e. Soit une suite de nombres entiers J?, ^P, ,P, 5P, ... ,P. Si 
cette suite n'est pas complètement arbitraire; si, par ex. y chacun des nombres qui 
lui appartiennent réalise plus ou moins directement l'équation .t-^-^-^jr-j-rsP.^, 
les nombres x et / étant entiers ^ on conçoit que les nombres, déduits par un 
procédé analogue à celui que nous avons présenté , obéiront à quelque loi plus 
ou moins régulière , et réaliseront d'une manière plus ou moins directe, la 
même équation. Remarquons, d'ailleurs, que dans la recherche actueUe, les 
nombres P et ^ sont placés symétriquement, et qu'il nous est permis, pour faci- 
liter l'explication, d'intervertir les rôles simultanés que ces nombres remplissent. 
Nous admettrons que chaque nombre de la suite 0P9 iP» 1^9 |P, ... , etc., 
caractérisée précédemment , 1 *^ ou présente la forme générale rf-^-qn-^- r, telle 

est la suite r, i-j-^"!"''» ^"h2y+''> 9+% + ^> ••• '*'+'*y + ''; 2* ou 
donne , chaque terme étant multiplié par le nombre invariable Â , un produit 
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dont la forme est n*'\-qn-\^r : telle est la suite : —y-, A-|-A-| — X-, 

L'adoption de ces suites n'est pas faite au hasard , elle est une conséquence 
immédiate de toute recherche sur la résolution, en nombres entiers , de 
réquation ^-|-y:c-|-r = P.^, et nous démontrerons que Ton peut, par une 
méthode générale , déduire de cette adoption une solution de Téquation pro- 
posée; or, dans cette étude, comme dans plusieurs autres sur la théorie des 
nombres , dans la recherche des racines primitives par exemple , là , et seule- 
ment là , réside la difficulté sérieuse , les autres nombres inconnus étant liés au 
premier par des relations extrêmement simples. Nous pourrions prolonger Texa- 
men des principes généraux qni appartiennent à la partie actuelle , et suivre les 
développements raisonnes offerts par les nombres déduits de la première suite, 
puisque cette suite laisse au nombre q un caractère général ; néanmoins , nous 
avons cru devoir établir, dès à présent , la division exigée par Tétat impair ou 
pair du même nombre q. Ce mode nous a paru ajouter quelques clartés à nos 
explications , et nous avons lieu d*espérer que cette opinion sera partagée par 
tous ceux qui liront l'ensemble de ce travail. 



RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION x» + yx + r = P .7. (Le nombre q étant impair.) 

6. Cette résolution présente deux chapitres qui prennent leur point de 
partage dans la nature diverse des deux séries précédemment indiquées. 



CHAPITRE PREMIER. 



7. Considérons la première des deux séries primitives, 

^ <+y + ^. ^ + ^ + r, 9-f 3y + r, le-fAçr + r; 

terme général /i' -|- ^^^ 4" ^> 

série que nous représenterons par les lettres J?y jP, ,P, ,P, ... »P. Si Ton dé- 
signe par A , s y 2t les nombres relatifs à un terme de cette suite , c'est-à-dire 

* Une simple transformation de calcul démontre l'égalité : 
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les nombres qui ont , avec chaque terme de cette suite , les relations indiquées 
n^ 4, avec un seul nombre P; relations qui, dans le cas actuel, donnent les 
égalités : P=s^t=n*'^qn'\^r^ A=1, fi'\'k=^UP.hy on aura, en fai- 
sant , par exemple , sur ^P les raisonnements faits dans les circonstances analo- 
gues , n^ 4 : 

s[^ ] 

2t[i ] 

41+3 

*[1+3 
2«[1+2 
j[1_|-3+5 






,P, = A+ 



2<[1+2 



^1+3 + 5+ (2N-1) 



24<+2+3+, 



] 

] 
] 
] 

] 
] 



,P. = A + 



j[1 +3-1-7+7+.. .. (2N — 1)+(2N+ 1)] 

] 



I, 



.Pu+t = ^ + 



\) +(2N + 1)] 
+ N + 1] 



2f[1+2 + 3 + N 

j[1 +34-5-1- (2N- 

2/[1+2+3+^+-N 

De là on déduit : 

.P^=(j+/XN + 1)?-<(N+1) + 1, 

.P,+.=(^+rXN + 1)'+<N+1) + 1, 
OU, par Tintermédiaire des égalités : P=:5-|-/=/i*-j-^/î-|-r, /•-j-4/' — 5P*=4PA, 

.P,=(n«+^/. + rXN + 1)'-(2«+y)(N + i) + <, 

,P.,+.=(«*+y« + /-)(N + 1)* + (2n+y)(N + 1) + 1. 

Si nous substituons d'abord à N, et successivement, la suite naturelle 1,2,3, 
4, etc.; si ensuite nous faisons la même substitution pour n, nous construi- 
rons ainsi une table analogue à celte que Ton désigne en arithmétique sous le 
nom de Table de Pythagore : la nouvelle table est sans limite, et, soit pour faire 
image, soit pour faciliter les explications ultérieures , nous appellerons : 1^ t^tes 
de colonne les divers nombres qui appartiennent à notre série primitive ; 2^ co^ 
lonnes i^erticales la suite des nombres déduits de chacune de ces têtes de co- 
lonne. Conséquemment , la position exacte de tout nombre faisant partie de la 

2 
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table est caractérisée par la grandeur des nombres entiers substitués à N et an; 
la valeur assignée à N , ou la moitié exacte du rang inférieur pair, ou la faible 
moitié du rang inférieur impair; ce rang étant compté, par exemple , sur la 
première colonne verticale^ sera marqué par un indice placé à droite et au bas 
de la lettre principale P : la valeur donnée ensuite à n indiquera le rang hori- 
zontal compté de gauche à droite, et sera marqué par un indice placé à gauche 
et au bas de la lettre principale P. 

8. Théorème. Chaque nombre de Tune des séries horizontales P,., P»,+i9 c'est- 
à-dire chaque nombre appartenant à la table précédente, donne, si on le mul- 
tiplie par sa tête de^ colonne, un produit dont la forme est or^-j-^rx-l-r, le 
nombres étant entier. La tête de colonne soit de P^, soit de P^^, est manifes- 
tement le nombre n^-\-qn^r^ or on a 

Pt.+i(/i'+y/i+r) = [(/i«+y/i+r)(N+i)+/i]«+[(«*+y/i+rXN+i)H-% + r. 

9. Théorème. Si on extrait la racine carrée d'un nombre appartenant aux 
suites horizontales P^ Pih^> ^^ racine et le reste correspondant auront l'une 
des deux relations suivantes : 

1 " Relation Reste de P^ = Reste de V^j^. 

Ces restes sont indépendants de la lettre n et par conséquent sont invariables 
au moins pour deux suites horizontales, ils sont tous représentés par la formule 
AQ* , le nombre Q étant entier. 

2* Relation. Reste -}- racine de P^ = Reste -[-racine de P^+i- 

Ces sommes sont indépendantes de la lettre /i, et par conséquent sont inva- 
riables, au moins pour deux suites horizontales; toutes constituent des nombres 
appartenant à notre seconde série primitive ; en d'autres termes, toutes sont 

représentées par la formule AK*-}- AK-| — ^^ : ces diverses propositions sont 

démontrées par le calcul suivant : 

P,=(N4-1)W+[9(N + 1)«-2(NH-1)>+r(N+1)'-y(N + 1)+1, 
1 " cas. N=2K+1 (N+1 )W+[4yK'-K8y— 4)K-|-4^— 4]n+4rK»-K8r— 2^)K 
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2» cas. N = 2K (N+i >«+[4yK«-K4^— 4)K+y-2]/i44rK'-K4r— 2y)K+r 
-y+1=[(2K+1>4^K+^]«+AK«+AKHJ^_[(2K+1)«4^K4i=*]. 

P„+, = (N+l)'n'+[^N-f-1)' + 2(N+1]« + r(N+1)'+^N + 1) + 1. 

r cas. N=2K+1. (N+i)W+[4yK«-f(8y-f4)K+4y-j-4]ii4.4/-K»-f(8/-+2y)K 

+4r+2^4-1 = [(2K+2)«+yK+y+1]«+A(K+1)«. 

2' cas. N= 2K. (N+1 )W+[4yK'-H4^+4)K+y+2]n+4rK«-|-{4r-|-2^)K+r 
-h?+1 = [(2K+1 )„+yKH-?±?] +AK'+AK+^ - [(2K+1 >+^K+?J?]. 

Ainsi : 1 • lorsque le nombre N est impair, l'extraction de la racine carrée de 
chacun des nombres P„ P„^ donne un reste égal à A(K + 1 )*; 2' lorsque le 
nombre N est pair, l'extraction de la racine carrée de chacun des nombres 

P» P,^ donne un reste qui vérifie l'égalité reste -f- rac. = AK»+AK-|-^-il; 
on a donc le résumé suivant : 

Reste + racine = AK* + AK -f ^±i 

Racine =(2K + 1>ï+yK+t=!, 



N=2K 



N = 2K + 1 



N = 2K 



N = 2K+4 



Reste rrsACK+l)* 

Racine =(21!i-\-2)n-\-gK-\-q— 1 , 

Reste + racine = AK* + AK -|- ^^ 
Racine = (2K + 1 )n + yK +^±1. 

Reste =A(R+1)' 

Racine =(2K-f 2)«+yK+^4-4. 



10. La table constituée est, avons-nous dit, sans limite, mais l'ascension des 
nombres qu'elle renferme est assez rapide , ces qombres ne sont qu'une partie 
très^ninime de ceux que peut, dans l'équation donnée, présenter le coefficient 
de \f; or, adoptons une des suites horizontales , P„ par exemple , de la table 
précédente que nous appellerons table primaire^ donnons k chacun des nombres 
de cette suite le rôle de tête de colonne et recherchons les propriétés que 
peuvent offrir les nombres déduits par la loi citée de cette suite ou série 
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L'exposé suivant a pour but de démontrer que si Ton adopte un terme 
général représentant une des suites horizontales du tableau [H] , cette 
suite représente une série de têtes de colonne, c'est-à-dire peut être Torigine 
d'une table , immense comme la première , et dont chaque nombre soit 
isolé j soit lié à sa tête de colonne , présente exactement toutes les propriétés 
qui caractérisent les nombres appartenant à la table primaire. Remarquons 
d'abord qu'une suite horizontale du tableau (H) est formée par l'une ou par 
l'autre des deux lois suivantes qui sont voisines mais distinctes , cette suite 
peut être formée : 1 ^ par le même nombre de termes multiples de s et mul- 
tiples de t; 2^ par un nombre de termes multiples de t inférieur d'une unité 
au nombre de termes multiples de s. 

p _ ._. . ( <1)+<3)+<5)...+<2N-1)H-<2N + 1)T 
r- — ♦«»— 1-r J2<<)+2<2) +2<(N) )' 

p _„_|j_| <1)+<3)+<5)+...H-<2N-<)+<2N+<)) 
—**"*'*"""'" |2<1)+2<2)+2<3) -f.2/(N)+2<N+1) )' 

ou , voir n* 6 vers la fin , 

P.=.ir.=(«*+ny+r)(N+i)»-.(2«+y)(N + 1)H-1, 
P.^=,%=(«'+«^+/')(N+<)'+(2n+y)(N + 1)+i. 

Désignons par s^ t^ h^^ s^ /; h^ les nombres liés aux suites «Xq et of o P^^ ^^^ relations 
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déjà indiquées pour la suite primitive P ; on a 

. ,^==,^N'+1)»-/.(N'+1)+A., 
«..'+.=i^.(N'+<)'+^.(lN'H-1)H-A.-, 

Calculons les valeurs des nombres s^t^h^s^t^h^: V\e nombre par lequel on 
doit multiplier chaque terme de la ^uite P^ = i^q ou de la suite P^4^ = f « est 
représenté par la formule n'-j-çf/i-j-r on a donc A,=A,=/i"-|-y/i-f"''; 2* le 
raisonnement fait dans les circonstances analogues n® 4 donne les égalités : 

Pour Wo 

Pour 9, 

<; = 2(«'+ y»+r) (N + 1 ) -|-(2« + y), 

Si dans ic^' n^^^ f^ f^^ on remplace n, ^ ^^ ^^p&i' leurs valeurs respectives, 
on a 

^ =[(N+lXN'+l)-l]W + {9[(N+l)(H'-fl)-l]»-2(N'+t)[(N + l)(N'+l)-l]t« 
4- r[(N+lXN'+l)-l]»-(N'+l){?[(N+l)(N'+l)-l]-(N'+l)i . 

^H.. = [(N + lXN' + l) + <]W + M(N + *XN'+l) + l]'-2(N' + *)[(N + iXN'+l) + l]|« 
+ /t(N+l)(N'+l) + l]»-(N' + l){î[(N+lXN'+l)-t-l]-(N'+l)j. 

ç^ =[(H+l)(N' + l)_l]W+{ç[(N-flXN'-|-l)-l]» + 2(N' + l)[(N+lXN' + l)-l])» 
+ ,t(N+l)(N' + l)-ip+(N' + l){ï[(N+l)(N'+l)-l]+(N'+l)j,. 

T..'*. = [(N+ lXN'+l)+l]*''»-t- {9t(N + IXN' + 1) + 1P + a(N' + 1X(N +1XN'+ 1)+ 13|« 
+ r[(N + l)(N'4.1) + ip + (N' + l%[(N + lXN'+l)+l] + (N'-|-i)} 
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Ces quatre formules nous permettent d'établir deux théorèmes semblables à 
ceux qui ont été énoncés n®* 8 et 9. 

il. Théorème. Chaque nombre appartenant aux suites horizontales tt,,' ir^^ 
?i*'f^'+i donne, si on le multiplie par sa tête de colonne correspondante, un 
produit dont la forme est Jif-^-qx-^rjle nombre x étant entier, nous indique- 
rons seulement les principales circonstances que présente le calcul : 

1" Cas. itta'=7r^'+ 1)«— /,(N'+1)-|.^, 

^, = (««+/i^+r)(N'4-i)»-(2«+yXN+i)+i, 

ou «^(«,)=(ig«(N'+l)'-aiC6 (j^ + « + y) (N'+l)+î,c,(N' + l) + V'«* + 9« + '-), 
La racine carrée de ce dernier, produit estir,(N'-j-l) — ( * .^ -f-"-!-?)» 

le reste est 5«,(N'+ 1)— (§^ +«+?)'+ «»('»• + ?«+'•)• 

ou la radnecarrée est icJJX'-{-i) — {>^-\-qn-\-ryN-\-i)-\-n, 

leresteest 9['«ï(N'+l)— («•+9'i+r)(N+l)4-/»]-|-r. 

«•Cas. ^^=:„^'+l)«_f.,,(N'+i)_j_A„ 

,r,=(/i«-|-«î+r)(N + l)«-(2«+î)(N4-l)+4, 

«^^(«j=(it^'+i)«+ P''^^^^''* +(a«+ gK](w'+ i)+t/«» +?«+/•) , 

La racine carrée de ce dernier produit est n^'-f- 1)-)- { ■njj-i "h") » 
leresteest y„^' + l)_^^=|+ „y4.„^«i+;,y+,); 

ou la racine carrée est k,(N' -|-1)-)- (r?-\-nq -\-ryçS -\-i) — (1+9), 
le reste est q[.Kfir + i) + (^+nq^r)(S-\-i)—{n+q)]+r. 
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3* Cas. <ft^ = çî(N'+ 1)»— /k(N'+ 1)+ A, 

9*.<<t^ = if^' +!)• -2?. (^- ") (N' + 1) + Î?.(N' 4-1) -|-ç^««+,«4-r) , 

la racine carrée de ce dernier produit est ^,(^-1-1) — 1 ^ . — n\ , 

ou la racine carrée est <p^' +1) — (n'-f-''î+'"XN+40 — (" "l~î) t 
le resteest ^[ç^-|_i)_(„«+«y4.rXN+l)— (« + îr)]4-r. 

4'Cu. 9^,^., = (p^' + l)«-l-<i(N'+l)+A., 

Ç-'H-.C?,) =(9,)\N' +!)• -|-2ç, [^=i - (/i + 9)](N'+ 1)+ 7T,(N' + 1) + ç^«« + «9 + r) , 

La radne carrée de ce déniier produit est 9^' + ^)+ jajLÎ — ^^ "^ ^^ > 

ou la racine carrée est 9o(^' + i)+('ï*+wy + '")(N +*)+''» 

le resteest y[<p^(N'-|-i)-j-(,i«^„^-^rXN+i)+/ï] + r. 

Ainsi y dans les quatre cas on a reste = (ç^ X racine) -|- r, le théorème est 
donc démontré. 

12. Thjêobème. Si on extrait la racine carrée de tout nombre qui entre dans 
les suites horizontales t:^ x,^^ ^ tf^^ y on aura , entre les racines et les restes 
correspondants, l'une des deux relations suivantes : 

^ ^ -. , . reste de ic,,. = reste de iTtt'+i 
1"RelaUon , • 1 

reste de ç^ = reste de ç^+,. 

Ces restes, indépendants de la lettre /?, et par conséquent in variables , au 
moins pour deux suites horizontales, sont tous représentés par la formule 
A.Q*) le nombre Q étant entier. 

rt« « 1 . reste + racine de w^» = reste + racine de 7:^.4^ 
2* Relation T • j T • j 

reste -|- racme de 9,^^ = reste -|- racme de ç^^. 

Ces sommes , indépendantes de la lettre n , et par conséquent invariables , au 
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moins pour deux suites horizontales , sont toutes égales à un nombre apparte- 
nant à la seconde sërie primitive , c'est-à-dire sont représentées par la formule 

AK*-^AK-| — y—. Indiquons seulement les principaux points du calcul. 
i-CA. ^C(N+iXN'+i)-i]W+r y[(N+iXN'+i)-.i]« -|;,+^;(N+i)(N'+i)-.i]^ 

L-2(N'+i)[(N+i)(N'+i}-l]J -.(N'+l){^[(N-f.4)(N'+i)-.i]-(N'+l)j. 

Soit N'=2R-|- 1 , si après substitution , on extrait la racine carrée du résul- 
tat, on a 

Racine carrée = [(2N+2)K+2N + l>+(gN+^ — 2)K-f^N-f i^, 

Reste =— [(2N -|-2)K+2N + !> + A(N+1)«K«+ A[(2N«+3N-)- i)— (çN+y— «)]K 

+A(N+i)«-.(yN + ?i^). 

Racine carrée = [(2N+2)K-|-2N+i]/i+(yN + ^— Î)K+9N + ?^, 

Reste + racine = A [(N+l)K+N]* + A[(N4.1)K+H] + ^-ti. 

Soit N' ==2K , le résultat varie selon l'état [1**] pair [2*] impair du nombre N. 
fr] Racine carrée = [(2N+2)K+N]/ï+(yN+y— 2)K+^— 1. 

Reste =Ar(N-|-1)K+|J. 

[2'] Racine carrée = [(2N+2)K+N]/i+(yN+y— 2)KH-^^. 

Reste+racine=A[(N+1)K+?=lJ+A[(N + 0K+^]+^. 

,.r _[(N+i)(N'+l)+ip«»+(9[(»+lXN'+i)+lp )«+'t(N+l)(N'+4)+l]'- 

Z KM.i^^- (_2(N'+1)[(N+1)(N'+1)+1]). _(N'+l){î[(N+i)(N'+l)+l]-(N'+<)t. 

Soit N'=2K-}-1 , si, après substitution , on extrait la racine carrée du résul- 
tat, on a 

Racinecarrée = [(2N+2)K-h2N+3>i + (i7N + 9— 2)K+^N + 3(?^V 

Reste =— [(2N+2)K-f2N+3]/i+A(N+i)«K«+[A(2N«+3NH-3)— (^N-f9—8)]K 

Racinecarrée = [(2N+2)K4-2N+3>4.(^N+9 — 2)K + ^N+3(2=iV 
Reste + racine==A[(N+4jK+N+i]»+A[(N+l)K+N+i]+iii. 



1 
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Soit N'^2K le résultat varie selon l'état [1*] pair, [2*] impair du nombre N, 
[r] Racine carrée = [(2N-f-2)K+N4-2]«H-(yN+y— 2)K+^+y— I. 
Reste =A[(N + i)K4-J+1]». 

f2'] Racine carrée = [(2N-|-2)K-f]N-t-2>-KyN-|-y— 2)K+ ^^~^^^^~* . 

Reste + racine = à [(N -|- 1 )K +?±î]* -f. A [(N + 1 )K + îî±i] + ^* . 

'^'"'^ (+2(N'+l)[(N+4){N'+i)-i]) +(N'+l)îç[(N+i)(N'+i)-i]-KN'+4)j 

Soit N'=2K-|-1 9 si 9 après cette substitution, on extrait la racine carrée du 
résultat 9 on a 

Racine carrée =— [(2N + 2)K + 2N + 1]« + (yN + ^ -f 2)K +^N + ilt^ , 

Reste =— [(2N + 2)K + 2N + l]/i+A(N + l)»K« + [A(2N«+3N + l)— (^N+^+2)]K 

Reste+racine= AL(N4.i)K + N]« + A[(N + i)K-f.N]+^i!. résultat donné par 1:^,. 

Soit N'=2K le résultat varie selon Tétat [r] pair, [2^] impair du nombre N. 
[r] Racine carrée = [(2N-f 2)K+N>+(yN+y+2)K+Ç+ 4, 

[in* 
(N -f- 1 )K + 2 résultat donné par le^.. 

[2«] Racine carrée = [(2N4-2)K+N]«+(^N+y— 2)K+^Î±?. 

Re8te4-racine = A[(N+i)K+îî=îJ+Ar(N+1)K+5^]4-^, 

résultat donné par ir^. 

■^'^ l«(N'+*)[(N+l)(N'+J)+l])+(N'+l)|î[(N+lXN'+!)+l]+(N'+l)j> 

Soit N':=2K-|-1. Si, après substitution, on extrait la racine carrée du 
résultat , on a : 

3 
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Racine carrée = t(2N + 2)K+2N + 3]« + feN+y+2)K + 9N + 2Z±^, 

Reste =— [(2N4-2)K+2N+3>»4-A(N+l)»K.»4-[A(2N«+8N+3)— (jfN-|-9+2)]K 

+ A[N» + 3N+a-çN+^2±^. 

Re$te+racine= A[(N+l)K+N4-l]»+A[(N+l)K+N-f.l]+^ii résultat donné par Wta.^4• 

Soit N'rrzSK, le résultat varie selon l'ëtat [1°] pair, [2'] impair du nombre N. 

[\'] Racine carrée = [(2N-f 2)K+N+2]»H-(yN-f y4-2)K+Ç+î+1. 
Reste = A[(N-}- i )K -|- ^ -(- 1 ] résultat donné par w^+|. 

[y] Racine carrée = [(2N+2)K+N+2]/i+(yN+^+2)K+^y=?+y. 

Reste + racine=A[(N+1)K+?±iJ+A[(N+l)K+^]+^ 

résultat donné par iv^f 

Le théorème est donc démontré, et le résumé général des faits que nous éta- 
blissons est consigné dans les deux tableaux suivants. 

Reste+rac.==A[(N + l)K + N]«+A[(N + i)K + ]!q+^^^ 



N'=2K+i 



Racine = A [(2N+î)K+2N+i>i+[^N4-^—2]K+yN-f 



2 



S>re ( Reste=A[(N+l)K+?j', 



nombre 



P^ ( Radne= [(2N + î)K+N]/i+bN + ^ — 2]K+^ — i. 



N'=:2K 



2 



•* I f nombre 

H/ \ ™P*^ ( Racin€=: rr2N4-2K4-in/i4-rf^N4-<7 — 2)lK4-^-=- 



pf 



N'=2K+i 



N ( Rcste+rac.==:Ar(N+i)K+l^] +Ar(N+l)K4il^l4^ 
mbre \ ^ J L "L - 

Racines: [(2N + 2)K+N]/i + [(^N + 7 — 2)]K+^ 

Reste+rac.=A[(N+4)K+N+ir+A[(N+i)K+N+l]+^i^, 
Racine = [(2N4.2)K+2N+3>t+bN+ç— 2]K-|^N4-3 (^^) • 



^< / ^ ( Re»te=A[(N + l)K+J+l]*, 



N'=8K 



nombre 
P^ / Racine= [(2N + 2)K+N+2>+bN+g—2]K 4-^+^—1 

N |Re8te+rac.=Ar(N+l)K+5±lT+Ar(N+l)K+îi±i]+^, 
™P^ f R«dne= [(aN+a)K+N+a]ii+bN4-g— 8]K+ ^ T ^ 
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Reste+rac.=A [(N + 1)K 4- H]» -f A[(N + 1)K + H] + ^i-î-, 

N'=2K+4 j , „ 

' Racme= [(«N+2)K4-2N4-l]«4.bN+9+2]K+îN+?Xf. 

il / " ( Reste=Ar(N + l)K+?T, 



N'sriK 



I^"" { Racines [(2N+ 2)K + N]/i + [yN + 9 + 2]K+Ç + l. 



#. 



'i y \ impair ^ 



N ( Reste+rac.=A[(N+l)It+~i J + Ar(N+l)K+îl^] +^, 
mbre < w i *> 



nombre 



«f 



Racine = [(2N + 2)K + N]« + bN+9+2]K. + ^^. 

Reste+rac.=At(N + l)K+N+l]»+A[(N + l)K+N + l]+^. 

/ N'=2K+1 \ o^ , „ 

' ' Racine= [(2N+«)K+2N+3]«+bN+ï4-«]K+9N + ÎÏXr. 

\ il / N ( Re8te=A[(N + 4)K+5 + ip, 

nombre | «^ 

pair ( Racine= pN+2)K+W+î);i+bN + 9-f-2]K+^+7 + l. 

nombre \ « i o 

impair ( Racine = [(2N + 2)K+N+2]n+bN4-9+2]K + ^+i!^. 

Ajoutons à ce tableau les formules suivantes liées à la table primaire , c'est-à- 
dire le résumé partiel du n* 9. 



fe=m. 



N=2R 



N=2K + 1 



N=2K 



N=2K-f 1 



Re8te+ racine = AK» + AK -f ^^ , 
Racine = (2K + 1 )» + yK -|- ï=i. 

Reste =A(K-f<)', 

Racine =(2K4-2)»+S'K+y— 1, 

Reste+Racine= AR*+AK-f^-±^ , 
Racine =(2K-f 1>-f-yK-f î±^. 

Reste =A(K-f1)r, 

Racine =(2K4-2)»+yK-f-y+<. 
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13. Nous n'avons exposé qu'une partie du chapitre actuel , il ne nous est 
donc pas permis d'établir une conclusion générale; néanmoins, si nos explica- 
tions ont été claires ) on peut déjà entrevoir la suite delà route que nous nous 
proposons de parcourir. Faisons sur l'ensemble précédent quelques remarques, 
anticipées, il est vrai, par suite incomplètes, mais utiles et peut-être indispen- 
sables pour l'intelligence du tableau numérique suivant. 

Si, dans les suites générales P^ et P^^ (n® 6, vers la fin), on remplace N 
successivement par les nombres naturels : 0, 1 , 2, 3, 4, etc., chaque sub- 
stitution créera deux suites horizontales qui , dans les applications, seront des 
fonctions de la seule lettre n; le résultat de ces substitutions sera la table que 
nous avons appelée Table primaire , et chaque suite, qui est alors composée 
de termes dénommés têtes de colonne, sera l'origine d'une seconde table : or, 
si , dans chaque suite générale donnée précédemment par le remplacement de 
N , on substitue successivement à N', c'est-à-dire à K, les nombres naturels 0, 
1 , 2, 3 , etc. , le résultat final sera une série de tables dites Tables secondaires; 
et dans l'état actuel de cette théorie , 1 ** la première série primitive Ai'-^^i-j-r 
contient un nombre indéfini de termes et est l'origine de la table inhérente à 
cette série ; 2^ chaque suite horizontale de la table primaire présente, à son tour, 
un nombre indéfini de termes, est l'origine d'une table secondaire, et chacun 
des termes ou nombres entiers de la suite génératrice est tête de colonne; 
3'' chaque terme ou nombre entier appartenant à l'une des tables précédentes 
présenté , si on extrait la racine carrée qui est une fonction de /i, une des deux 
relations : 

Reste = A.(y, Reste-fracine=A.H'-f AH-f^-ti, 

les nombres Q et H étant entiers : ces quantités sont, d'ailleurs, représentées 
fréquemment par le même nombre, car elles sont invariables, au moins pour 
deux, et en général pour plusieurs suites horizontales; 4* chaque terme ou 
nombre appartenant à l'une des tables donne , si on le multiplie par sa tête de 
colonne, un produit représenté parla formule a^-^-qx-^^r^ le nombre tétant 
entier. 

Nous avons donc partagé tous les nombres en deux grandes catégories, * 
selon que ces nombres appartiennent ou sont étrangers ^ nos tables ; de là 



Ce partage provisoire devra être modifié comme il sera dit à la fin du second chapitre. 
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OD peut déduire un premier mode de résolution de Téquation : 

dans les conditions précitées. 
Étant donnée à résoudre en nombres entiers Téquation 

le nombi*e g impair; si Téquation proposée est résoluble , le nombre P occupe, 
en général , une place dans les tables : si donc , dans ce dernier cas , on extrait 
la racine carrée de ce nombre ; si on désigne cette racine par R , et le reste par 
R,y on a Tune des deux égalités : 

R, = A.Q% R + R, = A.H«+A.H4-^il. 

La position , jusqu'alors inconnue, du nombre P est complètement déterminée : 
à l'égalité caractéristique donnée correspondra, en général^ une racine fonction 
de n ; cette racine , égalée à R , donnera à n Tétat de nombre entier, et la sub* 
stitution de ce dernier nombre dans la tète de colonne inhérente à P donnera 
le facteur T , capable de créer le produit P . T , dont la forme est a:'-{-^x-[-r, 
c'est-à-dire fera connaître une solution de^. 

Ce premier et bref aperçu laisse de côté toutes les conditions , soit de limite 
dans les essais, soit de possibilité de résolution de l'équation proposée; ces re- 
cherches nécessaires suivront l'examen des faits relatifs au second chapitre de 
cette partie ; remarquons seulement que, dans l'explication actuelle, nous avons 
admis comme effectués les remplacements successifs de N , et ensuite de N' ou 
de K, par la suite naturelle 0,1,2,3; etc. Si, dans le résumé général qui ter- 
mine le numéro précédent , on opère ces substitutions , le résultat est , comme 
il a été dit , une représentation de toutes les tables liées à la première série pri 
mitive : l'ensemble régularisé donne le tableau suivant : 
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TABLEAU 



I. 



Aeste + radiM = 



A+4 

4 
9A-fl 

4 

4 
49A+I 

4 

84A-f4 

4 
n4A-f4 

4 
469A-f4 

4 
M5A+4 

4 
a89A-f4 

4 
864 A -fl 

4 
444 A +4 



Reste = 



A. O 
A. J» 
A. 8" 
A. 4» 
A. 6» 
A. •« 
A. ^ 
A. 8> 
A. 9» 
A. 40* 



N=0 N'=0 



TÉTB DK COLOVm 

correspondâDte à la yaleur 
de n donnée par la ra- 
cine. 



»*+^+>- 



mAGom. 



8ii 
6» 
7» 
9a 



4 4i» 



48ii- 
46ii- 
47i»- 
49i> 
84» 



a 

3f— 4 



8 
5^—4 



»+: 



8a4 



2 
7^-4 



6»4 



f+3 

2 
82+3 

2 
6^+8 



2 
9y— 4 



7»+ 



2 
4 4y— 4 



»»4 



a 

7g+8 

2 
9^+8 



2 
48^—4 



2 
46^—4 



44i»-f 



48»4 



2 

2 
48^+8 



2 
47^—4 



46ii4 



2 
46^+8 



2 
49y— 4 



47A-f 



2 
47^+8 



2 
24^~4 



49n-f 



2 
19^+8 



S4»-f 



2 



»+ 2^-4 
»+ 8f-4 
ii-f- 4ç— 4 

»+ 7f-4 

i»+ 9^-4 
j»+40^ 



JI+ ^+4 
»+ 2f+4 

»+ 8y+< 
n+ 4^+4 
!•+ 6f+4 

ï»+ 7^+4 
»+ «^+« 



P. 

TÉTB DE COLONNE 

correspondante à la valenr 
de n donnée par la ra- 
cine. 



»' + te + 8)» + f + 4+»-. 



»-t 



y+B 



8» 
61»- 



7ii' 
9» 



441»^ 



48A' 
48» 



47»- 



49Ji- 
24». 



8f+B 



2 



2 

7y+^8 



2 
9y+47 



2 
4 4y+24 



2 
48y+25 



2 

45f+29 



8»- 
&»• 
7». 
9» 
44»- 
48»- 



2 
47^+88 



2 

49y4-87 



2 
24^+44 



2 

M- »y+ « 

»+ 8f + 6 
»H- 4^+ 7 
»+ 57+ 9 

»+ 7^+48 
»-f40f+49 



48»- 
47» 
49» 
24»- 



8^+9 



2 
6^+48 



2 

77+47 



2 
9^+24 



2 
4 4^+26 



l8f+29 



2 
46y+83 



2 
47y+87 



2 
49y+44 



2 
24^+46 



»+ y+ 8 
»+ 27+ 6 
»+ 8f+ 7 
»+ 47+ 9 

*+ 7f+46 
»+ 87+47 
»+ 97+49 
»+407+24 



N = 



P. 

TÈTE DE COZX>mnE 

correspondante à la valet 
de n donnée par la n 
cine. 



4»»+(47— 4)it — a, 
+ ^+4r. 



•4 



7-4 



8». 

5»- 



7» 



9» 



44» 
48». 



4 8»< 



47»' 
49»' 



87—8 



2 
67—6 



8»4 



3^—4 



2 
77—7 



8»+ 



2 
bç — 3 



2 
97—9 



7»+ 



2 

77 — S 



2 



2 
447—44 



2 
487—48 



9»+ 
4 4»+- 



2 
447+9 



2 
487—48 



48»+ 



14 



2 

477—47 



18»+ 



2 
467—13 



2 



47»+ 



49»+ 



2 
477 — 18 

2 
49y — 47 



«,+»j£21 ,1^ 



2 
24y— 49 
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P. 

TÈTK DE GOLONKS 

orrespondante à la valeur 
de n donnée par la ra- 
cine. 






» + 



f+< 



3»+ 
6»4 



% 



7i»-f 



9A-f 






9 



7»4 



3^+6 

2 
62+7 

S 
7y+9 



1ln4 



1 



»»-f 



9 



44»4 



9 
HyH-48 



43tf+43 

4 3*+ ^"^ 13i»4 



S 
43^+46 



4 6tf+46 
<S«+ ^7 <5»+ 



2 
45f+47 



l7.+ÎZf+iZ „.^ 



9 
47^+49 



,„+liî±if 1,^ 



9 
49y+94 



„.+îif±21 «^ 



3 
94^+93 



2 



N=2 



P* 

tAtk de colonne 

correspondante à la 
Taleur de n donnée 
par la racine. 



9ii? + (97— 6)»— 8^ 
+ 4 + 9r. 



RAQUCIS. 



6ii4 



5y— 8 



9 



f _.'?—« 
7»+-^ 



44ii4 



l8o4 



44y->7 

9 
43^—7 



47i»4 



49a4 



47^—44 

9 
49^—4 4 



9»4- q-^ 

4j»+9f— 4 

8»+4f— 8 
40H-&f'— < 

44ii+7f— 5 
4611+87—6 



N=3 



P. 

TÈTE DE GOLONHE 

correspondante à la 
valeur de n donnée 
par la racine. 



+ 4 +9r. 



RAcnn. 



6«+ 
7»+ 



6^+6 

9 
7y+6 



44*4 



48i»4 



9 
43^+9 



9 



47ii4 



I7f+4S 



49fi4 



<>y+< = 



2»+ 7+4 
4)i+97+4 

40»+^+3 

44j»+77+6 
48A+87+6 



P. 

TÈTE DE colonne' 

j 

correspondante à la 
valeur de n donnée 
par la racine. 

l6ji? + (4 67^8)1» 
.47+4 +46r. 



3»+ 



87—4 



9 



6»+ 
7»+ 
9»+ 
4 4»+ 
4 3M+ 
4 6»+ 
47»+ 



9 
77—8 

9 
97—8 

9 
4 4 y— 6 

9 
487--6 

9 
46y— 7 

9 
47y7 



P, 

TÈTE DE COLONNE 

correspondante à lai 
valeur de 'n donnée! 
par la racine. 



46Ji?+(467 + 8)» 
+ 4y + 4+6r. 



8»+ 

6»+ 

7»+ 

9»+ 

44»+ 

48»+ 

46»+ 

47»+ 



9 
6J+3 

9 
77+6 

9 

2 

4 4y+7 
2 

<37+7 
2 

2 
2 



U ANALYSE INDÉTERMINÉE DU SECOND DEGRÉ. 

L'ensemble de ce traité est terminé par divers exemples numériques : une 
suite de ces exemples est applicable à l'équation 

une autre suite est applicable à l'équation 

Le nombre P est toujours premier absolu et donne, dans les deux suites, des 
équations résolubles en nombres entiers : ce nombre P est limité, dans lapre- 

« 

mière suite, par 1 et 1000; dans la seconde suite, par 1000 et 2000; on doit 
donc, dans le tableau précédent, et à A, ^, r, substituer, dans la première 
suite, les nombres : 3, 31 , 241 ; dans la seconde suite, les nombres — 5, 
59, 869. Ces substitutions donnent les résultats consignés dans les tableaux 
[II] et [II bis]. 

Toute équation a:*-[-yj:-|-r=P.^, le nombre q impair, peut être transfor- 
mée en une autre dans laquelle le coefficient de l'inconnue qui remplace :r, est 
l'unité positive ; le désir de conserver à la théorie précédente toute généralité , 
a dû nous faire éviter cette transformation dont l'examen aura d'ailleurs lieu 
dans le second chapitre ; mais il peut être actuellement utile de montrer que le 
changement précité : 1 ^ ne complique pas la recherche de l'inconnue ; 2^ permet 
toujours de soumettre le terme connu r aux conditions, r nombre positif et infé- 
rieur à P , conditions essentielles dans la limitation des essais. 

Soit l'équation 

A-*±(2A+1)a:±r=P .7, 
si l'on pose x=uzhhj le résultat est 

1** Le changement du sigqe de l'inconnue nouvelle; 2* la diminution d'une 
unité ou de plusieurs unités dans la valeur de 7; de ces modifications em- 
ployées convenablement, on déduira l'équation finale X'-[-X-f-A=P-2; par 
conséquent, si on opère ces transformations, on devra ensuite et dans le tableau 
précédent, poser l'égalité ^=-|-1 ; ce changement est si simple que la consi- 
gnation des résultats nous a paru inutile. 
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CHAPITRE IK 

14. Nous avons exposé les principales circonstances que présente l'étude 
des relations qui existent entre les nombres déduits de la première série primi- 
tive et Téquation a**-|-y:i;-[-r = P./. Les relations ^ avec la même équation^ 
des nombres déduits de la seconde série , sont analogues. Considérons la se- 
conde des deux séries primitives : 

tz±tl, 4r-<7'+4r-9« + ^, 4(4r - ^) + 2( V - ^) + iîp^^ 
.... Terme général : n\Ar — q^) -f- n(Ar — j'*) -f- ^^ , — 

série que nous représenterons par ^P , iP , fP , . . ., »-|P > «-iP J ^* si nous dési- 
gnons par hjSj2t des nombres dont les relations avec chaque terme de cette 
suite sont actuellement bien connues , on a : 

. P. A = x(^-[-y) -}-/'? 

P(>i+..) = (P-:tO(P — ^-y)-f/', 

p(A+x+20=(P+^)(p+x+y)+^; 

de là on déduit : 

ou si 9 comme précédemment, on pose Ur — çf*= A, et par conséquent A = A, 
la suite primitive qui nous occupe prend la forme 

A+i 9A+1 KA + \ 49A+i (2n -f i)«A -f- 1 

— j— , — j , j , J , .-., ^ y 

et les suites horizontales de la nouvelle table primaire sont représentées par les 
formules : 

1 5. TniaskuB. Chaque nombre de l'une des suites horizontales P^ et P,,^, 
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c'est-à-dire tout nombre appartenant à la table primaire , donne , si on le multi* 

plie par sa tête de colonne ^ un produit dont la forme est x^^qx'\'rf le nombre 

A -4- i 
:jc étant entier. La tête de colonne est An'-|- kn -| ^— ; on a donc : 



ou 



P,,.V=^(A^+An+^y^-\-i)^An^é^^ 



A + i 
+ "4" 



A+i 



+ 



4 • 



, A + i 

Ainsi, dans les deux cas, le reste est égal à la racine augmentée de T ; 
par conséquent (Lemme n^ 3) le théorème énoncé est exact. 

16. THéoRJïME. Si 9 après Taddition d*un nombre entier convenable zlrG, 
nombre qui peut être nul, c'est-à-dire si, après avoir rendu exactement divi- 
sible, et après avoir divisé par A, un nombre quelconque de la table primaire, 
on extrait la racine carrée du quotient exact entier obtenu , cette racine et le 
reste présenteront Tune des deux relations suivantes : 

1'* relation : Reste donné par P,^ = reste donné par P„+i*. 

(]es restes, indépendante de la lettre n, par conséquent invariables, au moins 
pour deux suites horizontales consécutives, sont représentés par la formule 



* La notation V%,Vf^^ évite l'emploi d'une périphrase, mais il est essentiel de rappeler que les 
nombres représentés par Pi. et par P^^ doivent, avant l'extraction de la racine carrée, être 
modifiés comme il est dit dans l'énoncé du théorème ; cette modification devra toujours avoir lieu 
de la même manière; en d'autres termes , le signe du nombre G est d'abord arbitraire, mais le 
choix fait sera maintenu dans l'ensemble des essais pratiques indiques plus loin. Cette note régu- 
larise la notation adoptée dans le résumé partiel qui termine le numéro actuel du texte. 
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^^^--j — , c'est-à-dire par le carré exact entier qui était donné dans le cas ana- 
logue du chapitre précédent ; mais dans le chapitre actuel , ce carré Q* est 
non multiplié ; il est rendu divisible et est divisé par le nombre Â. 

2* relation : Reste -[- racine de P^ = reste -|- racine de Pt,+t. 

Ces sommes, indépendantes de la lettre n^ par conséquent invariables, au 
moins pour deux suites horizontales consécutives, sont toutes représentées par 

la formule — ""^ '"^ — , c'est-à-dire par un nombre appartenant à la première 

série piimitive, ce nombre étant toutefois rendu dmsible et étant diifisé par Â. 
Nous donnerons les points principaux du calcul. 

P^ = (A/i» + A/i+^)(N + 1)--A(27i-flXN+<) + A. 

Si , après Taddition d'un nombre entier convenable G , on divise par A ; si 
on ordonne, le quotient selon la lettre n , on a : 

^±i(N + <)« + A(N+2)±G 
(]N + i)V+(N«-1> + -^ j . 

Or, 

1^ Cas. Si N = 2K -[- 1 , le nombre est égal à 

I(2K-h2)nH-K]+ ^+l^^^ . 

2*" Cas. Si N = 2K , le nombre est égal à 

[(2K + 1)« + K+2]-[(2K + 1)n + K] + i-}.^^±^±l^^. 



Si , après l'addition d'un nombre entier convenable G , on divise par Â ; si on 
ordonne le quotient selon la lettre n , on a 

A±1(N _|_ 1 )» ^ A(N 4- 2) ± G 
(N + \ ) V+(N» + 4N + 3)n -\ — j ; 
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or : 

1**^ Cas. SiN=2K-[-< , le nombre est égal à 

2* Cas. Si N = 2K, le nombre est égal à 

Les cas premiers n'ont pas besoin d'explications; dans les cas seconds, Texa- 
men des restes prouve Texactitude de Tégalité 



Reste -|- 



racine : = ■^ : 



Le théorème est donc démontré , et on a le résumé partiel suivant : 

Reste + racine : = (k — i=^)* -}-q(K — î^) + r , 

N=2K ... 

Racine = (2K + 1 > -f- K ; 

N = 2K + 1 R-«e=(K + iy, 

' Racine = (2K -f- 2)n -|- K ; 

Reste + racine : = (k — i:=i)* + ^(k — î^) + r , 

N = 2K 

Racine=(2K+1>i + K-|-2; 

' Racine=(2K4.2>+K4-2. 

17. Les observations que nous avons faites dans la partie analogue du 
chapitre précédent , sont applicables à notre étude actuelle : les nombres qui 
constituent la nouvelle table primaire sont des coefficients de 7* dans Téquation 
x*-f-çr^-|-r = P.^. Cette table est sans limite; néanmoins Tascension des 
nombres qu'elle contient est assez rapide ; ces nombres ne sont que des cas 
particuliers dans cet ensemble de coefficients , qui sont , sauf les impossibilités y 
complètement arbitraires. Est-il nécessaire de remarquer que notre^ route est 
tracée ? Les séries horizontales qui constituent la nouvelle table primaire peu- 
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vent-elles avoir le rôle de têtes de colonnes , et créer ainsi des tables secon- 
daires? Examinons. Les suites P^ et P^^^ constituant deux nouvelles séries pre- 
mières, séries que nous désignerons par tt et 9 : si on désigne 1^ par j'j, /j, A^, 
pour ir; 2** par j,, /;, A, pour ç, des nombres dont les relations avec tt et f 
ont été indiiquées n^ 4 , on a : 

,r..=<N'-}-1)'-A(N'+1)+A., 

Le nombre par lequel on doit multiplier chaque terme, soit de la suite 
P^ = Xo , soit de la suite P,,^^ = Ço > est repi'ésenté par la formule 

Les raisonnements faits dans les circonstances analogues (n"* 4) donnent les 
relations qui existent entre t^ et s, d'une part, t^ et s^ de l'autre; on a ainsi 
les égalités : 

(<.)• + A=47rA, 

Si de ces dernières égalité on déduit les valeurs de f, , t,, les résultats sont : 

A=2A(N + 1K+2A1N»+^^(N4-1)— A, 

^ = 2A(N + lK + 2A(NH-2)rtH-^(N-|-1) + A. 

On a ainsi tous les éléments nécessaires pour le calcul des formules qui re- 
présentent les suites : n^<, k^^, ^, ?w-h< 
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Ces formules sont : 

nu' =[(a/.' + A«+^)(N + 1)«-A(2« + 1)(N-|-1)+a1(N'-|-1)' 

-[2A(N-flK+2AN« + l±l(N+i)-A](N' + !)+A«« + A« + ^^, 

^f^i = [(a^'^ A« + ^-tïj (N+ !)«_ A(2«+1)(N + i) + a1(N'+1)» 

+ [2A(N + l)«»-|-2AN« + ^-ii(N + l)— A](N'+l)+A7i»4-A« + ^4-^. 

^= [(a«» + a.» + ^)(N + !)• + A(2«4- 1)(N+ 1) H- aV + !)• 

— [2A(N+l)«»+2A(N+2)«+^-±ll(N+l)-f-A](N'+l) + A«'+A«+^. 

?to.+, = [(a/.» + A/, + ^^)(N + 4)4- A(2« + 1)(N + 1) + a1(N' + If 

+ [2A(N+ 1>.'+2A(N+ 2)« +^(NH-1)+ A](N'+1) + A«»+A/i+^. 

Ces formules ordonnées selon la lettre n sont : 

4 

i^=A[(N + l){N' + i) — l]W-f[A(N»— lXN' + 4)«— A(2NXN' + 1)]« 

4-^4^[(N+l)(N'+l)-l]'-A(N'+l)[(N + l)(N'-Hl) — (N'-H2)], • 

i 
ici^^ = A[(N + 1)(N' 4- 1) + 1]W+-[A(N» — IXN' +!)•+ Af2NXN'+ 1)]/. 

+ é±l £(N _|_ IXN' + 1) -I- 1]«_ A(N' + 1)[(N + IXN'+l)— W]. 

(1^. = A[(N -f. IXN' 4-1)— 1]»««4-[A<N« 4- 4N4- 3)(N' 4- 4)»— A(2N4-4)(N' 4.4)]» 
4- i±i[(N4. l)(N'4-4)-4P4-A(N'4- 4)[(N4-1)(N'4-1)4-N'], 

4 

?»,+, =r A[(N 4- 4)(N' 4- 4) 4- 4]»/.» 4^[A(N« 4- 4R4- 3)(N'4- 4)" 4- A(JN 4-4)(N'4- !)]« 
+ ^^ [(N 4- 1)(N'+ «) 4- 1?+ A(N' 4- 4)[(N 4- 4)(N'4- 4) 4- (K' 4- 2)]. 

18. THfoBèiiE. Chaque nombre appartenant aux suites horizontales. : ir^ , 
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^fl>'+i9 9tff ?t>'+i> (lûnne, si on le multiplie par la tête de colonne correspon- 
dante 1^0, <po> "o produit dont la forme est a:*-|-y^-|-r, le nombre x étant 
entier. Donnons seulement les principaux points d'un calcul plus long que dif- 
ficile. 



/ Racine = jA[(N + 4){N'+ i)_l](N+ i)j/2«+[A(N«— 4)(N'4- 1) — AN]/i 

4. ^il (N + 1)[(N + 4)(N'+ i)]_ AN(N'+i)- ^J.(N- 

TTfji'.T^ donne / 

Reste = {A[(N4.4XN' + l) — i](N + 1)!/i*-f [A(]N»—l)(N'+i)—AN]/i 



+ ^ (N+i)[(N+i)(N'+4)]-ANCN'+l)-:^(N-l)-l -f-^ 



Racine = {A[(N-f 1)(1S' +1)+ 4](N + i))/i«+ [A(]N«— l)(N' + l)-f- AN]/ï 

+ ^^ (N+i)[(N+i)(N'+4)] - AN(N'+ 4) + ^±1 (N - 4), 

''^i^'+i-'^ donne s 

Reste = |A[(N + IXN' + 1) + 1](N + !)}/!» + [A{N«—1)(N' + 1) + AN]/i 

V + ^ (N+1)[(N + 1XN'+ 1)]-AN(N'+1)+ i±i(N-l)+i±l 



/ Racine = jA[(N+l)(N'+l)—l](N+l)ln»-f[A(N'+*N+3XN'+l)—A(N4-2)]« 
+ Mi (N+ 1)[(N + 1)(N'+ 1)_1] + A(N + 2)(N'+ 1)- :i±l. 
T4.-<Po onne ^ Reste = |A[(N-fip'+l)—l](N+l)j««-|-[A(N*4-4N-f-3)(N'+l)—A(N+2)> 

+ ^(N+l)[(N+lXN'+l)-.i]+A(N+î)(N'+l>- é±l + é+l. 



I Racine = iA[(N+l)(N'+l)H-i](N+l)j/.«+[A(N«+4N+3XN'+l)+A(N+2)]« 
+ i±i(N+l)[(N + 4XN' + l)+l]+A(N + î)(N'+l) + ^, 
^'*"^ donne { ^^^^ ^ |a(N4.1)(N'+1)-|-1](N+1)j«'4- [A(N»+4N+3)(N'+l)+A(N-f 2)]« 

+ é±l (N+1)[(N+1)(N'+1)+1]+A(N+2)(N'+1)+^ +^. 

Dans chacune de ces extractions de racines carrées , le reste diffère de 
kl racine ; la différence est -i- ; donc (lemme n' 5) , le tliéorème énoncé est 
exact. 

19. THioBÈifE. Si, après l'addition d'un nombre convenable ± G , c'est-à- 

5 
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dire si , après avoir rendu divisible et après avoir divisé par A un nombre appar- 
tenant à Tune des séries tç^^ ^tM'-H? fm'i <f^-{^j on extrait la racine carrée du quo- 
tient exact entier obtenu, cette racine et le reste précédent présentent Tune 
des relations suivantes : 

- . J Reste donné par ir^ = Reste donné par ir^^j , 

( Reste donné par (f^ = Reste donné par <f^^» 



Ces restes y indépendants de la lettre n^ et par suite invariables, au moins 

pour deux suites horizontales , sont tous représentés par la formule "" , 

c'est-à-dire par le carré exact entier qui était dans le cas analogue du chapitre 
précédent; mais dans le chapitre actuel, ce carré est non multiplié; il est 
rendu divisible et il est divisé par le nombre A. 

. . ( Reste -|- racine de t:^ = Reste -|- racine de tc^_^ 
\ Reste -}- racine de ç^ = Reste -[-racine de (f^^' 

Ces nombres, indépendants de la lettre /i, par suite invariables, au moins 
pour deux suites horizontales consécutives, sont tous représentés par la for- 
mule ^^ T'^ 9 c'est-à-dire par un nombre de la première série primitive, 

ce nombre étant rendu divisible et étant divisé par A. Dans le calcul suivant, 
qui prouve l'exactitude du théorème énoncé, l'addition du nombre G n'étant 
pas essentielle au début, cette lettre , supprimée d'abord, doit être remise vers 
la fin ; en d'autres termes , on devra rendre divisible et diviser par A le premier 
reste final obtenu. 

1 " Cas. La formule qui représente tc„^ (n" 17, vers la fin) donne , si on la 
divise par A : 



5i^ =[(N 4.i)(N'+ 1) -i]W+[(N«- 1)(N' -f. 1)*--2N(N' ^ 

i±i[(N+l)(N' + i)-i]«-A(N'.f i)[(N+lXN'-f.l)--(N' + 2)] 
+ — 1 • 
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So!tN' = 2K+i on a Racine carrée =s[(2N + 2)K+ 2N+i]/î+ (N—i)K+N — l , 

Reste+racine=rK(N+4)+N-.i^T+9rK(N+i) + N — ^^ 

Soit N'=2K> le résultat varie selon Pétat i*> pair, 2^ impair du nombre If : 

i- Racine carrée — [(2N + 2)K4- N]/? + (N— i)K + ~ i 

2 

Reste =rK<N-|-l)+?T. 

N+1 



Racine carrée = [(ÎN -)-2)K-f- N]« + (N— 1)K -j- 



2 ' 



Reste + racine = [k(N 4- 1) + 5-_2 J + y rK(N +1 ) 4- îiyi] + 



r. 



2' Cas. La formule qui représente it^^ donne, si on la divise par A : 

'"•'•"'^ ^ = [(N +1XN'+1) + 4]W+[(N'-l)(N' +4)«+2N(N'+l)+ 1> 

^i:l[(N + 4)(N'-fl) + l]»-A(N'4.1)[(»-|-lXK'+«)-NT 
+ -^ Â ' 

Soit N'= 2K+ 1 , on a Racine carrée s= [(2N + 2)K -|-2N + 3]/i + (N — 1)K+N, 
Reste + racine==: rK(N+i) + N + 5^T+y riyN+i)4.N4-^^ 

Soit N' = 2K, le résultat varie selon Tétat i"" pair, 2* impair du nombre N : 
«• • Racine carrée £±[(2W+2)K4-N+2]n+(N—i)K-f.^, 



2 



Reste = [K(N-fl)+?+4]«. 



r_l«4.5+l 



Racine carrée = [(2N + 2)K-|- N + 2]ii + (N— i)K + 

Reste+ racine = [k(1»+ 1) -f lL±|lIf j* +y[K(N+ i) + 5^^!+^. 



"^ Lesnombresy reste, racine -f- r^&to > doivent être rendus divisibles et dtr« divisés par A. 
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3"^ Cas. I^ formule qui représente <ff^ donne ^ si on la divise par A : 

î?îl=^= [(N-f 1XN' + *)— *]'«'+[(N*+4N+3XN'+l)«— 2(N+2XN'+1) +1K 

^[(N+1XN'+1)-1]«+A(N'+1)[(N+1)(N' + 1)+N'] 
+ - Â ' 

Soit N' = 2K + i on a, Racine carrée == [(2N + 2)K + 2N + i ]/! + (N + 3)K + N + 3 , 
Reste+ racine == rK(N +4) 4.N -. i:=iT+ yrK(^ 

Soit N' = 2Ky le résultat varie selon l'état 1® pair, 2* impair du nombre N : 
i^ Racine carrée = [(2N 4. 2)K + N]/i +(N4- 3)K +- + i , 

Reste =rK(N + l)+5T». 

«• Racmecarrée=[(2N + ï)K + N]«+(N + 3)R+î^l?, 

Reste + racine = [kCN + 1 ) + Ï^J+ y [k(H + 1 )+ îi^l + 



r. 



4* Cas. La formule qui repr^ente <f^^ donne, si on la divise par A : 

ÎS:^2 = [(N + 1 XN' 4- 1 )+!]»«» + p» + 4N + 3XN' + 1)»-!- 2(N 4- ÎXN' + 1 ) + 1 ]/. 
^ll [(N +1)(N'+1) + i]»+ A(N'+<)[(N+1XN' + 1)+ N'+2] 

+— ; . 



SoitN' = 2K+i, ona Racine carrée= [(2N + 2)K4-2N+3]/i4-(N4-3)K4-N + 4, 
Reste + racine= TkCN + i} + N+ ^:=:^lV9rK(N + i)+^ 



* Les nombres Reste -{- racine et Reste donnés dans les deux derniers cas, sont égaux à ceux qui 
ont été donnés dans les circonstances analogues liées aux deux premiers cas. 
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Sok N' = 2K, le résultat varie selon l'état i« pair, 2® impair du nombre N : 

N 
!• Racine carrée = [(2N + 2)K-j-N + 2]/i+(N + 3)K + ^-f 2, 

Reste =:[K.(N+l) + ^ + l]«. 
«" Racine carrée = [(2N + 2)K4- N + 2]« + (N + 3)K + ?-i^» 

Reste + radne= rK(N + 1)+îîi:|=:2j+yrK^ 



Le résumé général relatif aux principes actuels est consigné dans le tableau 
suivant . 



^N'=2K-fl 



l 



N'=2K 



f Reste + racine = [kCN+I )+N-?=1 j V^[^K(N+1) + N— ^]+r, 
l Racine==[(2N + 2)K+2N4-l]/i+(N— 4)K + N — d. 

^ / Reste =[K(N + i)+?J, 

nombre ', 
■""■ ( Racme = [(2N+2)K+N]« + (N— 1)K + -— 1. 

j, ^Reste + racine = rK(N+l)+'îpJ+?[K(N+<)+ ~2] + r 



Dombre / ta a 

11/ vii»P.lr.^ Racine =[(2N + 2)K + N> + (N-1)K + 2:1:1 



cS 



Racine = [(2N + 2)K +2N +3]/i+(N— 1)K + N. 

Il N ! Reste = [KOS + l)-f-?+l]«. 

t: j / Dombre i 

'***'' ^ Racine=:[(2N+2)K+]N + 2]/i + (N— i)K+|. 

N'=2K ] 

^ (Reste + racine = [k(N+1)+^±|=?] +^[^^^+1)+^^^^ 
nombra \ jç i^ m 

impair. ^ j^^^^ _ ^.^^j, ^ j^g. + N + 2]/i + (N — 1)K+ 2^. 
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N'=2K4.i ( ^'''^ + "'"'^"^ = [k(n+i)+n-?=1 J-w[k(n+1)+n-2=1] 4-^ 

l Racine == [(2N4-2)K+2N 4.i]7i4. (N+ 3)K+N4- 3. 

Reste = [K(N + i) + ^\ 



/ ^ 



N' = 2K 



N 
nombre 

^*"' ' Racine = [(2N + 2)K + N]/i+(N + 3)K+ ~ + i . 

^ l Reste + racine = |^K(N+4)+5=:?J +y[K(N+l)+5p j + r, 



y ^ '"**•*'* ( Raoine = [(2N-|-2)K+N]/i+(N + 3)K+?^, 



N'=2K+1 



N'=2K 



j Reste + racine = [^K(N+1)+N+^] +y[K{N+i)+N+5=3 j ^r, 

\ Racine=:[(2N4-2)K4-2N+3> + (N + 3)K+N+4. 

il / N ( Resle = [K(N4-4)+5-fl]», 

* ' ' nombre \ 

^^^' { Racine = [(2N+2)K+N+2>+(N+3)K+? + 2. 

é' 

j, ( Reste + racine = ri^N+l)4.îïi|=2Ï_|.^rK(N+l)+îîi±=2'|+r, 
nombre { J L J 

*'°'^*'" ( Racine = [(2N + 2)K +N+ 2]/i+(N + 3)K4- îî-i^. 

Ajoutons à ce tableau les formules suivantes , liëes à la table primaire , c'est- 
à-dire le résumé partiel n* 16. 

N=2K .R««+'«'a.=[K-î^]*+^K-l:i-l] + . 

Racine = (2K 4- 1 )/t -f K ; 



N=2K+l| 



Reste=:(K4- 1)* 
Racine = (2K -f 2)n -|- K 



N=2K P«»t«+"<=i»«=[ï^-^*J+^['^-"^+''] 

( Racine=(2K+1)«+K.-|-2; 



N=2K+l| 



Reste=(K4-4)» 
Radne=(2K+2)/»+K-f-2. 



Nos remarques sur le tableau qui termine le chapitre précédent sont applica< 
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bles au tableau actuel. Substituons d*abord, et successivement, à N les nombres 
i j 2, 3, 4, etc. ; faisons ensuite la même substitution pour N' : les résultats 
numériques sont consignés dans le tableau III suivant ; or, ces résultats mon- 
trent que les racines carrées fonctions de n sont indépendantes des lettres q et 
r ; cette circonstance nous a permis de réunir en un seul tableau les trois résu* 
mes relatifs aux équations 

x*-|-ya;-|-r= P.jr, 
x'-|-^-|-r=P.^, 

c'est-à-dire les tableaux III, lY, V. 

Observation. La fin du paragraphe précédent constate que les racines carrées 
sont des fonctions de n et sont indépendantes des lettres q et r, mais il est cer- 
tain que cette indépendance pouvait être indiquée dans les premiers dévelop- 
pements du chapitre actuel : remarquons, en effet, que dans les expressions 
1" principales P,^, Pi^+i? 2* secondaires -ït,^, w^+i, ç^, ç»/^!, les coefficients des 
lettres n'et aï sont des fonctions de q et de r, mais fonctions telles, que les 
nombres qetr entrent exclusivement sous la forme Ar — y'zrz A, lequel nombre 
A est multiplicateur dans les deux circonstances; multiplicateur V d'un carré 
exact entier H' pour le terme fonction de n'; 2^ d'un nombre entier L pour le 
terme fonction de /i; or les nombres P,^, V^^^ ir,„', 'ï^m+ii ?»') ?t«'-fi doivent, avant 
toute extraction de racine carrée , être rendus divisibles et être divisés par A 
(n^ 16 et n^ 19); par conséquent les résultats, qui subissent ensuite Textrac- 
tion précitée, ont la forme générale HPn*-|-L/ï-|-M, les termes H* et L étant 
indépendants des lettres q et r, la racine carrée de ces résultats , aura donc la 
forme Hn-|- V, le nombre V étant le quotient exact entier donné par Texpres- 

sion^ 
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TABLEAU III. Équation générale x'-\'qa:-\-r=P.j^ 



TABLEAU IV. Équation 



x'-|-:r-f-r=P.7 q = i 



N=i 



P. 



Tirs DK ooLoirti. 

Air 4- Al» 4- i 

^ 4 i 

il 



TETE DE OOLOSU. ! 



(4r_4)»»4-(4r— «*^ 



TABLEAU V. Équation a;*+31:i;+241=P-^ r=241 y=31 A=3 



TETE DE oauaiti. 



3it<^3ii-l.4 



Reste -)- racine = 



Reste = 



Cas général 
avant dÎTÎsion par A. 









40» 



^-r 



9=84 
avant division par A. 



2+r 
«+r 
42+r 
20+r 
30+r 
42+r 

724-r 
90 +r 

4« 

2» 
3» 

4' 

7' 
8» 

40» 



r=244 9=34 A=3 
après division par A. 



4 

4 

3 

6 

7 

44 

45 

49 

25 

31 

4 
2 
3 
« 

» 

9 
42 
47 
22 
27 
34 



RACTNES. 



3j»-f 4 

6i»4-S 

7»-f3 

9JS+4 

4 4A-f-5 

43a-|-« 

45n4-7 

47»+8 

49n+9 

2i» 

4j»+4 
6A+2 
811+3 
40n+4 
42i»+6 
4 4A+6 
46i»+7 
48»+8 
20n+9 



j»-2 

3rt-3 

5«-f4 
7a-fS 

4U+T 

4 3»-f* 
4 5iï+« 
47»-f«l 
49Jir<« 

2H+5 
4«+3 
6n+4 

40»-f«i 

J2»+* 

4«»+9 
48»-f'« 

20»+<» 



SE 



PREMIÈRE PARTIE. 



41 



K'=0 



P. 



TITE DE €X>EailIll 



TETS DK OOLOXKE. 



TÉn DE counmE. 



3aI+9i»+7 



KACINE8. 



n+S 



3»+4 3i»+« 



5j»+7 



6Jt-f9 



7i»+40 7j»+43 



9«+13 9iH-45 



4ln4-l6 4l»+48 



4 3»+^ 9 4SJi-f24 



l&i»4>SS I&A+S4 



47A+2& 47II+S7 



«9A-f28 49A+30 



te4-2 


311+4 


4iH-B 


4Jt+7 


to+8 


6a4-40 


8A+4 4 


8n+43 


40ii+44 


40]ft+46 


49«+47 


42JI+49 


44j»+30 


44f»+32 


46Jft-fS3 


4eji-f25 


48J»-f3« 


48A-f28 


20ii439 


2011+34 



N = 1 



TETE DE CXILOHHE. 



4Aa«+4 



TiTE DE COLOIfME. 



4(4r— 4y+4 



TETE DE OOLOlfRE. 



4 2»»+ 4 



EACniBS. 



3n 


3»+ 4 


hn 


6A+4 


7» 


7»+ 4 


9n 


9»+4 


44n 


4 4»+4 


48» 


4 3»+4 


46» 


45n+4 


47» 


4 7»+ 4 


49» 


49»+4 



P. 



TEXK DE COLONNE. 

4An'+8AA+4A+4 



TETE DE O0U>infE. 



4(4^**lJ»'+8[4r— 4)» 
+.4er— 3 



Tèra DE GOLomfE. 



4 2»'+24n+4 3 



EACOfKS. 



»+2 



3»+ 3 


3»+4 


&A+5 


6»+6 


7»+7 


7»+8 


9n+9 


9»+ 40 



44»+44 4l»-f42 



43A+43 48»+44 



4 5»+4 5 45»+46 



47»+47 47»+48 



49»+ 4 9 49»+20 



N=2 



P* 



Tèn DE OOIONRE. 

9A»»+3A»H — i- 



tAte de golonne. 

9(4r— 4 y+3(4r— 4 )» 
+r+2 



TiTE DE COLOIfllE. 



27»»+9»+3 



RACOVES. 



6»+ 4 
7»+2 



4 4»+2 
48»+3 



47»+3 
49»+4 

2» 

4»+ 4 

8»+4 
f0»+2 

44»+2 
46»+3 



P. 



TETE DE OOU>inCE. 



9A»?+4 6An+ 



25A+9 



tâte de oouoKtn. 

9(4r— 4 )»'+ 4 6(4r— 4 )» 
+26r— 4 



tAte de golonre. 

27»'+46»+24 



RACmES. 



6»+6 
7»+e 



44»+40 
43a+4 4 



47»+4 5 
49»+46 

2»+2 
4»+3 

8»+7 
40»+8 

44»+42 
4e»+48 
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Le partage en deux catégories de tous les nombres entiers , partage provi- 
soire indiqué n^ 13, doit donc être modifié : tous les nombres appartiendront ou 
seront étrangers à toutes les tables précédentes. On peut donc établir une règle 
générale applicable à toute équation dont la forme est a:*-j-yx-[-^ = P-J> '^ 
nombre q étant impair. 

20. Règle géniérale. Étant donnée à résoudre, en nombres entiers et dans 
les conditions précitées, l'équation possible :r"-|-yx-|-r = P.j; le nombre P 
occupe, en général, une place dans une des tables calculées ; cette place sera 
caractérisée par Tune des épreuves suivantes : 

1^" Epreuve. L'extraction de la racine carrée, R, du nombre P, extraction 
qui aura lieu par excès ou par défaut , donnera un résultat qui vérifiera une 
des conditions : 

Reste + racine=A.IP+A.H-f-^iî^, Reste = A.Q'; 

ou, en remarquant que l'expression A.ff-I-A.H-I — ^— peut être écrite 
-^ — ' "^ , on aura l'une des deux égalités : 

P— ^^^° + ^^*+^ =R(R— 1) P— A.Q'=R». 

Ainsi , pour opérer les essais indiqués dans cette première épreuve , on 
devra retrancher du nombre P les divers nombres entiers dont la forme est : 

soit — — ^ ' ' , soit A.Q"; examiner les résultats donnés par ces soustrac- 
tions ; et même en laissant de coté les conditions de limite dans ces essais , con* 
ditions dont l'étude sera faite plus loin , il est manifeste que la nature du chiflre 
des unités, soit du produit R(R — 1), soit du carré R*, donne une grande rapi- 
dité à ces essais successifs. 

1» Si le nombre P vérifie l'égalité P— ^^^^ + ^^ + ^ = R(R — 1) , on recher- 
chera, tableau I, ligne horizontale dont le titre à gauche est 

Reste -f- racine = -^ — "^ ^ ' , 
la fonction de n qui, égalée au nombre entier connu R, donne à n l'état de 
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nombre entier; ce dernier nombre sera substitue à n dans le facteur correspon- 
dant , tête de colonne de la fonction àe n^ et le résultat sera une solution 
entière de jr pour Téquation proposée. 

2* Si le nombre P vérifie l'égalité P — A . Q*=R*, on recherchera, tableau I, 
ligne horizontale dont le dire à gauche est : Reste = A. Q*, la fonction de n 
qui 9 égalée au nombre entier connu R, donne à n Tétat de nombre entier; la 
règle sera ensuite celle qui est indiquée dans le paragraphe précédent. 

1" ExEBfPLE. :i:*-j-3iar-|-24i =2053^. La première épreuve donne 
2053 — 331 = (42)41 ; Texamen du tableau relatif à l'équation actuelle, 
tableau auxiliaire (II) , donne , V partie , 3"^ colonne , 21/i-f-315=42; de là 
n= — 13; ce dernier nombre, substitué à n dans la tête de colonne 
4/^•+120/^+903, donne régalité^=19, et par suite x=182*. 

2'' Exemple, or* -[- 31:c -|- 241 = 2011^. La première épreuve donne 
2011 — 3(5*) =44*; Texamen du tableau auxiliaire (II) donne, V partie, 
1" colonne, 10/i-|-154=44; de là /i=— 11 ; ce dernier nombre, substitué 
à n dans la tête de colonne correspondante /^*-|-31/i-}-241 , donne jrz=2\, 
et par suite x = 1 90. 

2* Épbeuve. L'extraction de la racine carrée du nombre entier "^ , ex- 
traction p;ar excès ou par défaut , présentera un reste qui vérifiera une des deux 
égalités : 

Reste+racine="'+^\+^+^, Reste= ^. 
Ainsi, désignant par R la racine carrée, on aura Tune des égalités : 

^-^•+^°+-+^ = R(R-<), £±^_^=R.. 

On devra donc, pour opérer les essais indiqués dans cette seconde épreuve, 
retrancher du nombre entier — i — les divers nombres entiers : a ' 

'j^ 't examiner la nature des restes donnés par ces soustractions : la règle 
est alors celle qui est tracée dans le paragraphe précédent. 



t * 



Deux valeurs de x correspondent à une valeur de/, mais dans cet exemple et dans tous ceux 
qui suivent , la consignation de la seconde valeur de x nous a paru inutile. 
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Exemple, o:* -|- :f -|-]2 = 1 096 >y. Les hypothèses sont : 5^= 1 , r = 2, 
A =7, et, par suite, l^les nombres reste '\- racine ^ désignés, tableau IV, par 
les expressions :r, 2-|-^) 6-|-/', 12-(-r, etc. , sont, après complément par G 
et division par A : 1 , 1 , 2,2, etc. ; les nombres, restes ^ désignés, même ta- 
bleau, par les expressions : 1*, 2*, 3*, 4*, etc. , sont, après complément par G 

et division par A : 1, 1, 2, 3 , etc. ; on a alors : — —i— =157 = 13* — 12, 

et par conséquent on a: reste -^ racine = 1 : le tableau IV présente une ligne 
horizontale dont le titre à gauche est 2-f-^9 lequel titre est, dans le cas actuel, 

-^t_- J^ = 1 ; on aura donc , même ligne horizontale , 3® colonne , l'égalité 

3/i-f~1 =13; de là 71=4; ce dernier nombre 4, substitué à n dans la tête de 
colonne correspondante 4(4r — 1 )«*-[- 1 , donne ^=449, et par suite x=1Q\ . 
Ainsi le système : ^=449, a* =701 constitue une solution de Téquation pro- 
posée : a:*-j-j;-|-2=1096/. Il est d'ailleurs évident que les tableaux peuvent 
offrir plusieurs fonctions de n qui vérifient les conditions exigées; ainsi, par 
exeiople , si le nombre 4 est substitué à n dans la tête de colonne 

(4r— iy+(4r— 1>+r, 

on obtient le système-solution ^=142, :r=394. Constatons aussi que l'ex- 
posé actuel est un premier aperçu de l'ensemble méthodique que nous cher- 
chons à établir : le mode d'épreuves présente encore quelques complications 
que les théorèmes sur les limites feront disparaître , et toutes ces épreuves se 
réduiront alors à l'examen de deux termes. 

21. Théorème. Étant donnée à résoudre en nombres entiers l'équation 
j^-\-qX'^r=:V .y^q nombre impair. Si les tables indiquées présentent un 
multiple P . m du nombre P; si l'égalité correspondante : fonction de /i= racine 
carrée =R, du nombre P. /tz, donne à n l'état de nombre entier, ces deux con- 
ditions donnent, en général, une solution de l'équation proposée. Admettons 
l'exactitude de l'une des couples d'égalités : 

[1] p.;n = R«+A.ff+A.H.fi^:-î, /(/i) = R; 

[2] P.m=R«+A.Q«, /(/*)=R; 

[3] l:!l±±^^.j^^' + 9^ + r + G^ /(/i)=R; 
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On a démontré^ n"* 20, que. Tune de ces couples d'égalités étant exacte, on 
peut calculer , en général , un système-solution deTéquation proposée 

jc* -j- yj; -|- r = (P . /7i)z. 

Soit ce système représenté par xz=,a , z^=^b^ il est alors évident que ^r = a , 
y=ib.m est un système-solution de Tequation j:'-|-ç'a:-[-r = P ./. 

Les taits indiqués dans les deux numéros qui précèdent , établissent que la 
présence dans les tables d'un nombre entier P. m constitue un caractère en 
général suffisant pour résoudre Téquation a:*-j-yj;-|-r=:P.^ : les considéra- 
tions suivantes prouvent que le caractère cité apparaît toujours, et donne une 
solution de Téquation proposée lorsque celle-ci est résoluble en nombres entiers. 
V \je nombre P./72, la lettre m pouvant être Tunité, a une place dans les 
tables; 2^ la connaissance de cette place amène toujours une solution de 
réquation proposée; examinons successivement les deux parties de ce prin- 
cipe. 

1* Si réquation x*-|-(jr^-[-r=P.^, q nombre impair, est résoluble en 
nombres entiers , ces tables présentent une infinité de multiples du nombre P ; 
chacun de ces multiples a par conséquent une tête de colonne correspondante ; 
désignons en effet par net par^ un système-solution de Téquation possible pro- 
posée, on a donc Tégalité /l"-|-ç'/^-|-^:^P.^. Reprenons actuellement les 
formules indiquées n'' 10 : 

,c„, = ,r^]V+i)»-f.(N'+1)+A., 

?M'-H=?.(N'+1)'+«.(N' + 1)+A„ 

formules qui représentent des nombres entiers placés dans les tables; rap- 
pelons que la lettre N' a été remplacée successivement par tous les nombres 
entiers; rappelons aussi que les têtes de colonne correspondantes aux nom- 
bres entiers ir^., iç„'+i, 9,,', 9î>'44, sont toutes représentées pas l'expression 
^, = ^ = /i*-^^/2-|-/*, nombre entier qui, dans les conditions de possibilité 
de résolution de l'équation, est un multiple de P; si donc, on donne à N'-f-l 
l'état de multiple de P; il est évident que les nombres 17^., ir,,.^, <p^., 9t>.fi, 
.seront des multiples de P, et auront place dans les tables. 

2** Rappelons que tout nombre placé dans les tables vérifie l'une des couples 
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de propriétés désignées ci-dessus, n* 20, par les égalités [1], [2], [3], [4]; ainsi 
la seconde partie du principe qui nous occupe présentera quatre cas auxquels 
nous pouvons donner les noms de propositions réciproques ; nous indiquerons 
les principaux résultats donnés par le calcul. 

22. Première proposition réciproque. Soit l'équation proposée 

a;*-|-çrx + r = P.^, q nombre impair, 

nous admettons que la racine carrée du produit P. m étant représentée par un 
nombre entier R, le reste donné dans cette extraction vérifie la couple [1 ] d'éga- 
lité du numéro précédent , on a 

P.m = R« + A.IP+A.H4-^±i = R. Racine = R=/(n). 

Cette fonction de n, le nombre n étant entier, est correspondante au nombre 

. Reste + Rac:=A.H* + A.H+^^; 

elle aura donc une tête de colonne, et celle-ci sera, disons-nous, une solution 
entière de z applicable à Téquation a?'^qx'^r=i(l?.m)z. Supposons, par 
exemple, en effet : 1® que la tête de colonne soit P^p^^, nombre dont la valeur 
relatée n'^ 10 est 

ou P^=(N+1 )V+[^N+1 )*+2(N+i )>+[,tN+1 7+^N+1 (+1 ] ; 

2* que le nombre reste -[- racine, soit caractérisé par l'état impair 2K -|- 1 du 
nombre N' ; si alors on consulte le résumé général qui précède le tableau I, on a 

Reste -\- racine = A[(N + \ )K+ N]* + A[(N + 1 )K-f-N] + ^^ , 
ou Reste = A[(N + 1 )L-\- N]» + A[(N + 1 )K+ N] + ^^ — racine , 

et racine=R=[(2N-f-2)K+2N + <>4-(y«+7+2)K-fyN + ii5. 

L'hypothèse particulière au cas actuel est P. m = R* -preste, 

ou (P. m)P^ = R«(P^) + reste (P^) . 
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Si dans le second membre de cette dernière égalité et aux quantités R, P^^^, reste, 
on substitue les valeurs indiquées; si on extrait la racine carrée du résultat, 
on a 

(P./»)P,,^.,==={(N+i)[(2N4-2)K4-2N4-i]/i*+{2(N+4)[^+2)+2]K4^^ 

4-2[/<N+i)»+^(N+l)+4]K+7<2N«+3N4.1)+^(2N+i)+2|«, 

+7 1 (N+4)[(2N+2)K+2N+l]/i«+(2(N+l)[^(N+2)+2]K+(K2N«+3N+^ 

■f2[7<N+l)«+^(N+i)-fi]K+7<2N^+3N+i)+ç(2N+i)H-2}+r. 

La proposition réciproque est donc exacte , et dans les conditions précitées , le 
système-solution de Téquation est x=-X, jr=m{P^^j^y en désignant par X la 
racine carrée du premier terme, carré exact, qui appartient au second membre 
de régalité précédente. 

23. Deuxième proposition réciproque. Soit Téquation proposée 

:i:'-|-yx-|-r = P.^, q nombre impair, 

nous admettons que la racine carrée du produit P. m étant désignée par R, le 
reste donné dans cette extraction vérifie la couple [2] d'égalités du n'' 21 , on 
a P.m = R"-|-A..Q" racine =R=y(/ï), la fonction de n correspondante au 
nombre reste = A. Q*, présente une tête de colonne, et celle-ci est, disons-nous, 
une solution de z applicable à Téquation ^-|-ç'j;-|-r = (P. /w)z. En effet, sup- 
posons , par exemple , 1 "* que la tête de colonne soit 

V que le nombre reste soit caractérisé par les égalités N = nombre pair, N'= 
nombre pair, hypothèses qui donnent au nombre reste et Si/(n) les valeurs 

Reste=A[ N+1)K-|-|-|-1]S 
Rac. = R=[2(N+2)K.fN+2]«.f(yN+y + 2)K+Ç + y.f<; 

or, rhypothèse inhérente au cas actuel, est P. m = R*-|-reste, 



ou 



(P. m)P^ = R»(P^) + reste (P^) ; 



si dans le second membre de cette égalité et aux quantités R , P,^ , reste ^ on 
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substitue les valeurs indiquées , si on extrait la racine carrée , on a 

(P./i,)?,,^. = { (N+4)[(2N+2)K+N+2]/i«+(2(N+i)[^+i)+2]4^N«+3N+2)+2N+ 

+2[/<N+l)«+y(N+i)+i]K+/(N*+3N+2)+^+l)+ij«, 

+7 { (N+i)[(2N+2)K+N+2K+j2(N+i)[y(N+i)+2]+^(N«+3N+2)+2N+3!// 

+2[r(N+i)«4-^+i)+4]K+/(N«+3N+2)+7(N+l)+l | +r. 

La seconde proposition réciproque est donc exacte et dans les conditions pré- 
citées, le système-solution deFéquation est j:=X,^=m.P^_{^, en désignant 
par X la racine carrée du premier terme , carré exact qui appartient au second 
membre de l'égalité précédente. Dans les deux démonstrations qui suivent ^ 
réquation proposée est ji^-\-x-^r=F.jr, Thypothèse q=^^ n'altère pas la 
généralité , et diminue la longueur des calculs. 

24. Troisième proposition réciproque. Soit Féquation proposée 

nous admettons que la racine carrée du produit '^ ' étant désignée par R, 
le reste vérifie la couple [3] d'égalités n® 21 , on a 

P./w + G B«-f B + r + G ^ . n rr \ 

A = A ^' raane = R =/(/i) ; 

cette fonction de /i correspondante au nombre reste -]- racine y présente une 
tête de colonne , et celle-ci est une solution entière de z applicable à Féqua- 
tion x^-\-x-\-r=P.m.z; supposons que cette tête de colonne soit P^, dont 
la valeur est, n^ 14: 

P,= (An»+A«+^)(N+i)'-A(2nH-lXN+'l)4-A, 
ou P^=A(N + 1)V4-A(N»— 1)n-|-r(N — 1)*+N. 

Si à cette hypothèse on réunit , par exemple , les conditions N = nombre im- 
pair^ N'= nombre pair, et si on consulte le résumé général n^ 19, on recon- 
naîtra que les quantités données dans la question , sont : 

[K(N + <) + Î^T+rK(N + i)+îi±l]+r+G 
Reste -^ racine = = 1 ^ *^-r , 

Racine = R=:[(2N-|-2)K+N+2>+(N— 1)K + 5^; 
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d'ailleurs, Thypothèse liée au cas actuel , est 

?:^=R'-|-reste, 

ou , enfin , 

P.«i.P^=A.R«.P^+ |rK(N+l)+?iiï+ rK(N + l)+5ii]+rjp^— A.R.P^^ 

« 

si dans le second membre de cette égalité et à R, P,. on substitue les valeurs 
indiquées , si on extrait la racine carrée du résultat , on a 

P.m.Pto = {A(N+i)[(2N+2)K+N + 2y+A[2(N«— i)K + N* + N— i] 

4.2[/<N— l)*+N]K-j-rN(N— 1)+N1S 

+ {A(N+i)[(2N + 2)K+N+2]/i«+A[2(N*— i)K+]NP+N— 1] 
-|-2[<N — i)«+N]K+rN(N — 1)+N) +r. 

La troisième proposition réciproque est exacte et dans les conditions précitées , 
le système-solution applicable à l'équation est a; = X,^=/72.P^, en désignant 
par X la racine carrée du premier terme qui appartient au second membre de 
régalité précédente. 

25. Quatrième proposition réciproque. Soit Téquation proposée 

la couple [4] d'égalité n^ 21 étant exacte ^ on a 

?::^=R'+^, racine = R=/(»); 

cette fonction de n correspondante au nombre entier ^7" présente une tête 

de colonne, et ceUe-ci est une solution entière de z applicable à Téquation 
a:'-j-x-f-7*=P./7i.z; supposons que la tête de colonne soit 

P^=A(N + 1)V+A(1V— 1>+r(N— 1)*+N; 

si à cette hypothèse on réunit , par exemple , N=: nombre pair^ .N'=: nombre 

7 
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pair; et si on consulte le résume général n^ 19, on a 

[K(NH-1)+2+i]«+G 
Reste = 1 , 

A 

Rac.=R = [(2N+2)K+N+2]rt4-(N— 1)K+^; 
l'hypothèse liée au cas actuel , est 

A * A 

OU P.m.P^ = A.P^R.»+P^[K(N + 1)+5^1]«. 

Si y dans cette dernière égalité et à R à P,,, on substitue les valeurs indiquées , si 
on extrait la racine carrée du résultat , on a 

P.m.Pta= {A(N -|-1)[(2N +2)K+ N + 2]/i«+ A[2(N«— i)K+N«+N— i]/i 

+2[/<N— i)«+]S]K+rN(N— i)+N}% 

+ {A(N +l)[(2N+2)K+N+2]/i*4-A[2(N«— 1)K+N'+N— i>i 
+2f/<N— i)*+N]K4-rN(N— 1)+Nj + r. 

La quatrième proposition est donc exacte et dans les conditions précitées ; le 
système solution y applicable à F équation proposée , est :r = X, ^= m.P^y en 
désignant par X la racine carrée du premier terme qui appartient au second 
membre de régalité précédente; constatons d'ailleurs que le calcul relatif aux 
deux dernières propositions admet comme condition essentielle que le nombre G 
a, au conmiencement du calcul, la grandeur et le signe que Ton donnera ensuite 
au nombre dont Faddition est nécessaire à la fin de ce même calcul. 

26. Reprenons l'équation primitive proposée x*-|-^j:-|-r=F.^, le nombre q 
étant impair, reprenons aussi les deux suites liées à cette équation , c'est-à-dire 

[Mo] ^j ^"H'+''> M^^g'+r, 9-[-3g^-|"^, terme général 71*4- î^'^+^f 

(Nj i±i, «±±1, Î5^, *!^, u»megé,érri '^+'/*+' . 

Ces deux suites n'ont pas été , avons-nous dit , adoptées au hasard ; en effet , 
toute autre suite serait inadmissible , ou du moins serait la reproduction avec 
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lacunes de Tune des suites précitées ; examinons , en effets quelles sont les con- 
ditions imposées aux suites possibles : le terme général de la suite doit, lemme 
n"" 3, présenter Tune des deux propriétés suivantes : 1^ Ce terme, s'il est isolé, 
doit, après extraction de la racine carrée par défaut R, donner un reste égal 

■ A-l-4 

à R -| — ^ ; 2*^ le produit de ce terme par un facteur invariable doit donner, 

après extraction de la racine carrée par défaut Rj, un reste égal à R^-j — ^» 

or, toute série de nombres entiers, série réellement étrangère aux séries adop- 
tées [Mq], [Nq], ne peut vérifier ces conditions : 1"* soit une série [M^] analogue, 
mais non pareille à la série [MJ ; cette nouvelle suite étant d'aiUeurs conve- 
nable pour réquation proposée , c'est-à-dire étant réductible au terme connu r, 
lorsque Ton annule la lettre générale n ces diverses demandes donnent au 
terme général de cette série [M J la forme n' -|- (^ db 2^)/i -|- r, ou en isolant les 
deux variétés 

la rac. carrée par défaut est /i-|- ^T' -j- J, 

leresteest («4-i^4-^)+ ^^~f +*— %H-^), 



n«+(y-2i)n+/-, 
la rac. carrée par défaut est » -f- ^^ i, \ 

leresteest («+^-^)+ *^~f +* +&(y-^), 

rappelant l'égalité V — ^z=k, on reconnaît alors que les conditions primi- 
tives imposées donnent 8=0 ou &=q=^; or ces égalités donnent à la série [MJ 
la forme de la série [M^] ; 2"" soit une série [N^] analogue à la série [NJ, la nou- 
velle série sera 



(A±2*K+(Ait2*)n+^^^±l, 
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OU après noïemrat de chacune de ces suites et après multiplicatioD par le &c- 
teur A it $. 

b racine carrée par défaut est (A -\-2S)n -| — ^^^ > 

le reste est (a+2*)»+^J:^=^ + ^H-|, 

la'radne carrée par dé&ut est (A— «25)n-| — ~ . "*" , 

le reste est (A— 2^)n-|- ^~^*^ + ^^ +^~|} 

de là Pégalitë ^ =o^ et par conséquent la suite N^ devient la suite [N^]. 

27. Formules générales représentant^ pour l'équation x*-|-qx-|-r = P. y, 
les diifers s/stèmes-solutions liés à un premier système x^, y,. Si le produit P. /, 
est représenté par le nombre {pr^ -|- qx^ -[- r, et si Ton désigne par s, t, h des 
nombres entiers dont les relations avec F ont été caractérisées n* 4 , on aura les 
égalités j-|-f=P, r^=2xj-|-gr, ^j=A; si Ton désigne par Y les valeurs en- 
tières de jr liées à la valeur jr^^ on a 

— «^»"i"(2ï[i, 2, 3, 4 N.N + q' 

et par suite deux formules, Tune en adoptant un nombre égal de termes 
multiples de s et multiples de t, l'autre en adoptant un nombre de termes mul- 
tiples de / inférieur d'une unité au nombre de termes multiples de s. 

Y.=ri+P(N+1)'-(2x.+y)(N+1), 



< 
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ainsi 9 en désignant par X^, X^ les systèmes pour x correspondants aux va- 
leurs Y<^, Y,, on a 

X,=P(N4.<)-(a:.H-y), 

ces formules sont générales , le nombre q reste complètement arbitraire. 

28. Théorème. Étant donnée à résoudre en nombres entiers Téquation pos- 
sible j;*-|-gr:r:-j-r=P.^, nous admettrons, ce qui est permis, 1* Fétat positif 
soit du nombre P, soit' du nombre ^, soit du nombre r; 2^ Texactitude de 
rinégalité r<P; on peut alors toujours supposer ^j^P, ^i<CP-hy-f-1 • en 
effet 9 toute solution relative à x peut perdre un multiple de P; or, des condi- 
tions :ri<P, r<P, on déduit ^i<P-f-gr-j-1, 

29. TH]éoRÈME. Étant donnée à résoudre en nombres entiers Féquation pos- 
sible j;* -[- yx -|- r = P . 7*, si le nombre P est premier absolu , tout système x^ , ^, 
connu et constituant une solution de Téquation proposée, donne, en employant 
les formules générales n^ 27, tous les systèmes-solutions de Féquation. Du 
système x^^jr^ acquis, on déduit Fégalité {x^-\'qx^'-\-r^=^V.y^ ; si Fon désigne 
par x{±i^ une valeur entière applicable à Finconnue x, on aura Fégalité 
(xjdz J)*-|-5(a:jZt:^)-f-^=P-'2; et si de cette dernière égalité on retranche 
Fégalité précédente , le résultat est J(S±2a:jdby)=P.j'. 1** Si le nombre ^ est 
un multiple exact de P, les nombres x^zt.^ applicables à Finconnue x sont com- 
pris dans le second groupe des formules. générales n^ 27 ; 2"* si le nombre £ n'est 
pas un multiple exact du nombre P, les deux nombres P et & sont premiers 
entre eux, et de Fégalité dernière précédente on déduit ^±2x^±q=^l?.'Wj 
ou ar4-)-4=P.V — ip^x-^q) elx^ — ^1= — P.V — (^i+y)? ces nombres OTj -[- î 
et a;^— ^ sont compris dans le premier groupe des formules n^ 27 : ainsi étant 
donnée à résoudre, en nombres entiers, Féquation j;'-{^^x-|-r=B.z, le nom- 
bre B étant égal au produit P.T, dans lequel P est un nombre premier absolu; 
Fégalité T.J5=^ transforme Féquation proposée en une autre a:*-^ç'j;-|-r=P.^j 
et cette dernière équation , si elle est résoluble en nombres entiers , aura la 
propriété indiquée dans le théorème précédent^ un système-solution x^^^ jr^y. 



* • 
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donnera, en employant les formules générales n^ 27, tous les systèmes x^j-; 
on devra ensuite établir le passage régulier de ^ à jz; or, V si l'équation 
a^'^qx-\'r=iB.z est possible, il existe au moins une valeur de z qui est infé- 
rieure à B-f-^-|-1 n® 28^; 2* les valeurs de z sont les quotients exacts entiers 

de l'expression ^ ; par conséquent cette circonstance d'un quotient exact entier 

se présente au moins une fois lorsque Ton substitue à ^ toutes les valeurs en- 
tières relatives à cette lettre et comprises entre les nombres 1 et T(B-j-5'+l). 

30. Observation génébaim. Si l'équation proposée x^-^qX'^r=P.j' est 
possible , le nombre q impair et le nombre P premier absolu ; les principes 
démontrés dans les deux chapitres précédents établissent, 1® que tous les sys- 
tèmes-solutions sont déduits d'un premier système x^^jr^] 2^ que le nombre P 
occupe en général une place dans les tables préparées , place caractérisée par 
une extraction ^ quelquefois par deux extractions de racines carrées, place enfin 
qui donne immédiatement une solution de l'équation proposée; le problème 
théorique est donc résolu , mais la question pratique est pleine, entière, et dans 
les conditions établies par les faits qui précèdent ; cette question peut être énoncée 
dans les termes suivants : Étant donnée à résoudre en nombres entiers l'équa- 
tion a:*-j-ç'j;-[-r=P.^, le nombre q étant impair, est-il possible de caracté- 
riser la place que tient dans les tables le multiple P. m, le nombre m étant 
inférieur à P-|-y-|-1, ou plus nettement parmi les couples [1], [2], [3], [4] 
d'égalités du n^ 21, est-il possible d'indiquer celle qui donne à m la plus petite 
valeur : l'indication d'une valeur minimum de m donnerait évidemment le ca- 
ractère pratique qui manque encore à cette partie de l'analyse , nous devrions 
donc l'exposer actuellement d'une manière complète , mais nous avoiis cru que, 
présentée en ce moment, cette recherche n'aurait pas toute la clarté nécessaire, 
elle devrait d'ailleurs être reproduite plus loin avec quelques modifications; 
dans l'examen de l'équation a;'-|-yx+r = P.7-, le nombre q étant pair; re- 
marquons aussi que la recherche de la limite actuelle n'est pas indispensable , 



* Nous admettons que l'équation or* -^ çj: -f>'* = ^-^ vérifie les conditions premières indiquées 
n^ 88; est-il nécessaire de remarquer que dans le cas contraire , un changement désigne dans les 
lettres x, z, et la diminution de quelques unités dans cette dernière , amènerait TefTet exigé. 
L'exposé de la résolution directe de l'équation a:*-}" 9*^ 4"'*^=^*^' lorsque le nombre B n'est 
pas premier, eût donné plus de régularité à cet ensemble théorique, mais rappelons que notre 
étude spéciale est la résolution pratique des équations du second degré à deux inconnues. 
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puisque, et nous Favons dit précédemment , toute équation /*-[~Q*^H'B=I^*^ 
dans laquelle le nombre Q est impair, peut être transformée en une autre dont 
la forme est w*-[-w-[-R=P.V, et celle-ci peut, à son tour, être transformée 
en une autre dont la forme est j;'-|-r=P.^; or, s'il est vrai de dire que les 
études mathématiques restent en général dans le domaine spéculatif, cette vérité 
ne peut impliquer Tidée de faire les recherches qu'une légère déviation à une 
méthode peut rendre inutile; or, tel serait l'examen actuel , et cette inutilité est 
prouvée par les faits suivants : 

Soit l'équation [1] X*-[-grX-|-r=P.Y, fonction de deux inconnues X et Y, 
et dans laquelle le nombre q est égal à 2A-|-1 , posons X=u — ^, l'équation [1] 
devient [2] c^-j-M-|-B — A*=P. -z; et si le changement de quelques unités dans 
la valeur de z est nécessaire , ce changement effectué transforme l'équation [2] 
en une autre [3] a*-|-a-f-R=P.V, dans laquelle le nombre R est positif, et 
est inférieur à P ; dans cette dernière équation , la limite du nombre m lié au 
multiple P. 772, limite indiquée précédemment , est P-[-2; il y avait donc excès 
manifeste dans la limite P -|- ç -|- 1 relatée ci-dessus, au moins lorsque le nom- 
bre q est supérieur à l'unité ; si on multiplie l'équation [3] par le nombre 4, et 
si l'on pose les égalités 2a-|-l=a:, 4<^=^, l'équation [3] devient [4] ^-j-''=P-7'> 
équation dans laquelle on peut toujours supposer le nombre r positif et inférieur 
à P ; or, l'examen complet de cette dernière équation , est compris dans Fétude 
suivante * : 

RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION X» + ^X + R=P.r (le nombre q étant pair). 

31 . Étant donnée à résoudre en nombres entiers et dans les conditions pré- 
citées l'équation X*-|-yX-|-R=P./, on peut donner à cette équation la forme 

OU si l'on pose lL'\-^=ix^ R— ^=r, on a a:*-j-r=P.^. 



^L'exposé de la résolution de Péquation x*-}-''=P*7 présentera tous les développements 
nécessaires pour la fixation des limites inhérentes à cette dernière équation ; les considérations 
qui aiaènent cette fixation facilitent les recherches que Ton peut faire sur le point analogue relatif 
à l'équation a;'-|-gx4-'*=P*J» le nombre q impair, par conséquent nous consignerons ensuite 
les principes qui pourront guider ceux qui voudront faire une étude plus approfondie de cette 
partie moins essentielle^ mais curieuse , de la théorie analytique qui nous occupe. 



'0 
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• RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION X«+r=P.j. 

32. L'équation a^-\'r=P.^ 

est un cas particulier de rëquation^-|-yj;-|-r=P./, cas particulier donné 
par rhypothèse q = o; on pourrait donc, dans Tétude actuelle, employer les 
principes établis précédemment , et qui sont indépendants de cette hypothèse 
q=:o; rechercher ensuite les modifications que doivent éprouver les principes 
pour lesquels cette même hypothèse ^ = o est inadmissible ; mais comme nous 
Favons dit dans la note qui accompagne Tintroduction, la méthode générale de 
résolution de Téquation aa?-\-2bxjr-^cy=M,y méthode consignée dans la se- 
conde partie de ce traité , est basée sur la connaissance des racines entières de 
r équation ^-|-D=M.S; remarquons aussi que la résolution de cette dernière 
équation a une autre utilité , nous lui avons subordonné , partiellement du 
moins, celle de l'équation x*-|-5r^-|-r=P.^, le nombre g étant impair: nous 
avons donc cru devoir, reprenant une partie des idées et des notations précé- 
dentes , faire l'examen d'une manière directe. Dans les raisonnements qui sui- 
vent, nous supposerons que le nombre r est positif, et est inférieur au nombre P. 
Cette condition , si elle n'a pas lieu a priori ^ peut être réalisée par le change- 
ment d'une ou de plusieurs unités dans la valeur du nombre inconnu ^, elle 
n'est pas indispensable pour nos premiers développements, mais elle facilitera 
ensuite l'exposé des principes de limitation qui terminent notre étude actuelle. 
La série primitive applicable à l'équation x*-[-r=P.7-, est 

r l-[-r 4-|-r 9-|-r.... /î*-|-r, 

elle est seule admissible , et la théorie de cette série unique contient tous les 
éléments nécessaires à la résolution de l'équation proposée : appelons s^ t, A, 
les nombres dont la relation avec la série indiquée sont actuellement bien con- 
nus, on aura ^-|-f=P, t=2n, h=\^ et les deux suites horizont^es con- 
sécutives sont représentées par les formules 

P,=(n«+r)(N+i)'-2/<N+1)4.4, 

33. TnÈOB^ass. Chaque nombre appartenant à l'une des suites Pa,-et P^^fi? 
donne, si on le multiplie par sa tête de colonne n*-{-r, un produit représenté 
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par la formule ^-j-^^ le nombre x entier, on a 

P>'+r) = aN + 1)n«— «+r(N+1)]*+r, 
P^(«'+/-)=[(N+1>*H-/ï+r(N+1)]'+r. 

34. THioBÈME. Si on extrait les racines carrées des divers nombres qui 
constituent les suites P^ et Pj^ , on a la relation reste de P^ = reste de P,^ ; 
ces restes, indépendants delà lettre n^ par suite invariables au moins pour 
deux suites horizontales consécutives, sont tous représentés par la for- 
mule r.Q*. 

P^ = [(N+1> + 1]', H-rCN + iy; 
on a donc le résumé partiel suivant : 

/.. . .^. (Racine=(N+i>— 1 

constituons les tables secondaires, c'est-à-dire les tables dont les suites P^, et P,^| 
sont têtes de colonne^ on a P^=iro, PiN+i=fo9 désignons par s^^ t^^ h^y s^y t^^ h^ 
les nombres liés aux nouvelles suites par la loi connue, on aura les égalités 

f,=2(N-f iy— 2/ï+2r(N-|-1), 
^=2(N + 4y+2/i-f2r(N+1), 

de là on déduit, par les raisonnements connus : 

^^=,c.(N'+1)"-/.(N'4.1)+A„ 

8 
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OU 

ir,,.^=[(N+l)(N'+i)+4]V+[-2(N+l)(N'+i)«-2(N'+l)>+/t(N 

^==[(N+l)(N'+l)-i]V+[+2(N+i)CN'+4)«-2(N'+i)]/i+/l(N+i)(N'^ 
^,=[(N+l)(N'+i)+i]V+[+2(N+i)(N'+i)«+2(N'+i)],,+;{^^ 

3ff. Théorème. Chaque nombre appartenant aux suites x^, ''^tR'+i? 9»'j ?»4-i) 
donne, si on le multiplie par la tête de colonne correspondante t^^j %^ un pro- 
duit représenté par la formule ^r'-l-r, le nombre a: étant entier; si on donne 
aux valeurs t^ et /, les formes 

si on remplace t^ et ^, par ces valeurs dans les expressions premières représen- 
tant ir^', ^M'+iy fin'» fiii'+iy enfin si on multiplie les résultats obtenus par les têtes 
de colonne correspondantes ipq et Ço9 on a 






+ 



+ 



+ 



+«](N'+1) + («*+rK, 
H-n](N'+1)+(«*+rK, 
~«'|(lN'+i)+(«« + r)^, 



OU , après transformation, 

^^ -^0 = { [(«'+0 (N+1 )«-2(N+1 )/i+1 ](N'+< )— [(««+r)(N+1 )-«] } *+r, 
i^^-H •«. = { [(«'+'•) (N+1 )'-2(N+1 )H-1 l(N'+< )+[(«'+r) (N+1 )-«] } •+r, 

?^.?. = l [(«+0 (N+1)+2(N+1)H-1](N+1)-[(«+r) (N+0+«] }+r, 
?^+.. ?, = { [(«•+/•) (N+1 )*+2CN+1 )n+1 ]CN'+1 )+[(«+r) (N+1 )+«] | +r; 
le théorème est donc démontré. 
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56. Théorème. Si on extrait la racine carrée d'un nombre appartenant aux 
suites horizontales iz^y ''^tH'+iy 9^^ fm'-fi) ^^ aura 

Reste de ir^'= Reste de 9^* , Reste de ir^^ = Reste de <f^^ ; 

« 
ces restes, indépendants de la lettre rij par suite invariables au moins pour 

deux suites horizontales consécutives, sont tous représentés par la formule r.Q*, 

le nombre Q étant entier. On peut donner aux valeurs de tç^j 'i^f^'+D ft^^^ fiR'+i) 

les formes suivantes : 

^={[(N + 1)(N'+<)-1]«-(N'+1)}»+r[(N+1)(N'+1)-i]S 

^^-H={L(N + 1)(N'+1)+4]«-(N' + 1)|«+/i:(N + 1)(N'+1)+1]', 

?^= {[(N + <)(N'+<)-<]«-(N'+1)r+/{(N + 1)(N'H-1)-1]«, 

?..+.= {[(N + 1)(N'+<) + 1]«-(lN' + <)l*+'-[(N-F^)(N' + 1) + n*- 

Ces égalités dëmontrent le théorème éDoncé, et donnent le résumé suivant ana- 
logue à ceux qui ont été présentés n" 12 et 19. 



(Reste=r[(N-f<)(N'+<)— 1]» 
\ ''*' (Rac:= [(N-f-lXN'H-l)— 1]n— (N'+l) 

(ReBte=r[(N+1)(N'+1)+1]'j 
""+• (Rac:= [(N+lXN'+i)+<]«— (N'+1) 



P-=ic 



P«H-«=?« 



( Reste=r[(N+1 )(N'4. 1)— 1 ]• 

'" (Rac:= [(n4-1XN'+<)— 1]«+(N'+1) 

( Reste= r[(N + 1 XN'+ <)+<!' 
'''■'+' (Rac:= [(N4-lX]V+1)-f-1]«H-(N'+1> 



Ajoutons à ce tableau les formules liées à la table primaire, c'est-à-dire le résumé 
partiel du n" 34> on a 

Reste-rm-l-IY (Ra<'«e=(N+1>-« 
neste-r^m-l-i/ ( Racine = (N -f- 1 >+ 1 ' 

Si, comme nous Tavons fait dans les circonstances analogues qui précèdent, 
on donne successivement à N et à N' les valeurs 0, 1, 2, 3, etc., on aura le 
tableau numérique suivant : 
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L'extension donnée à ce tableau est une preuve et de la régularité des résul- 
tats obtenus et de la facilité que présentent les substitutions indiquées ; cette 
extension est d'ailleurs peu utile, nous prouverons que les trois premières 
lignes horizontales y lignes caractérisées par les titres à gauche r.1% r.2', r.3*, 
sont seules indispensables, néanmoins conservons encore cet état général, et 
rappelons seulement que si Téquation :r'-|-r=P.^ est possible, il existe tou- 
jours un système-solution x^JJr^ qui vérifie Ics Conditions 

Étant donnée à résoudre en nombres entiers Téquation possible a^ \ r P.^, 
admettons, ce qui est permis, que le nombre r soit entier, positif et infé- 
rieur à F : le nombre P occupe en général une place dans les tables précé- 
dentes; cette place, si elle existe, est indiquée par une extraction de racine 
carrée de ce nombre , extraction donnant pour reste un nombre représenté 
par r.Q*, on doit donc retrancher toujours du nombre primitif P, et succes- 
sivement, les nombres r.l*, r.2*, r.3*, r.4', etc.; et le résultat de l'une de 
ces soustractions sera un carré exact entier; on reconnaît a priori que ces 
essais sont peu nombreux, ils sont manifestement limités, 1° par la nature du 
nombre P; 2^ par la nature du chiffre des unités inhérent à tout carré exact 
entier. Laissant de côté toute étude, et sur la limitation de ces essais et sur les 
moyens que l'on doit employer pour rendre plus rapides les essais reconnus 
indispensables , étude qui termine cette partie ; supposons que l'on ait constaté 
l'exactitude de Tégalité P — r(N -f- ^ )* == I^S on recherchera, dans le tableau 
précédent et sur la ligne horizontale dont le tilre à gauche est r(N -|- 1 )', la ra- 
cine fonction de /i, qui vérifie Tégalité /'(/i)==R, le nombre n étant entier, ce 
nombre entier sera substitué à n dans la' tête de colonne correspondante , et le 
résultat final sera une valeur de j applicable à l'équation proposée; de cette 
solution de jr on déduira U» deux valeurs entières de x. 

Les raisonnements mathématiques doivent être indépendants de la grandeur 
des quantités données dans la question , par conséquent les exemples numé- 
riques ne peuvent rien ajouter à l'exactitude de ces raisonnements, mais ces 
exemples peuvent donner de la clarté aux explications 

a:» 4-321=9565^, 
9565— (321)2«=9r, 
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Le tableau VI , deuxième ligne horizontale , première colonne , présente 

2/i — 1=91, delà /i = 46; 
substituant k n le nombre 46 dans la tête de colonne /i'-|-r, on a 

r = 2437 , et par suite x = 4828 , 

a:»+254=46897, 
4689— (254)4* =25S 

I^ tableau VI , quatrième ligne horizontale , première colonne , présente 

4/i-}-1 =25, delà /i=6; 

substituant k n le nombre 6 dans la tête de colonne (/i*-|-r), on a 

/•=290, et par suite a: = 1166. 

I^ nombre des fonctions de n qui sont utiles, n'est pas d'ailleui*s limité; si, 
dans le premier exemple précédent, on emploie Tégalité 2/i-f-1 =91, liée à la 
première colonne du tableau , le système-solution appliquée à Féquation pit)- 
posée est ^=2346, a: =4737; si, dans le second exemple, on emploie l'éga- 
lité 4/1 4*1 =25 liée à la sixième colonne; le système-solution est 

^=2647, :r=3523. 

37. TnàoiàMS. & la résolution de l'équation j::'^'^^^*^ ^^^ possible, la 
constatation, 1^ de la présence dans les tables d'un multiple quelconque P. m; 
T de l'exactitude de l'égalité /(/i)=: Racine carrée de P. m, le nombre n étant 
entier; cette constatation fait connaître en général une valeur de 7*; admettons 
l'exactitude des égalités P. m — r.â?=:R*, /(/i) = R; de ces égalités on déduit 
le système-solution x=^pj z:=qj applicable à l'équation j;*-|-r=P. /ti.z, on 
a donc le système a: =:=/?, y=^q . m, applicable à Téquation proposée. 

Nous devons compléter l'étude actuelle par l'examen d'un principe analogue 
à celui qui a été établi n^ 21 , principe composé de deux parties, l"" relation 
intime entre la possibilité de résoudre en nombres entiers l'équation :i:*-[-r=P.7- 
et la présence dans les tables d'un multiple P. m du nombre P, 2^ déduction 
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subséquente d'une solution applicable à Féquation proposée , solution liée à la 
position occupée dans les tables par le multiple P./n. Les raisonnements qui 
prouvent l'exactitude de la première partie du principe énoncé sont semblables 
à ceux qui ont été faits dans le n^ 21 précité , et leur reproduction nous a paru 
inutile : la seconde partie du principe est réellement une proposition réciproque 
que nous démontrons de la manière suivante : 

58. Proposition réciproque. Si l'équation ^-j-r=P,^ vérifie la couple 
d'égalités P./ti — r.â?=R', f(n)=Ky les nombres P, m, R, a, r, n étant en- 
tiers, et si l'expression f(n) qui représente la racine carrée de P. m est placée 
dans le tableau VI sur la ligne horizontale dont le titre à gauche est r. a* ; on 
peut toujours de ces hypothèses déduire un système-solution ^r^j/^y applicable 
à l'équation :c*-j-r=P.^. Nous supposerons, pour fixer les idées, que la fonc- 
tion de n représentant la racine carrée donnée par P. m , est la racine carrée 
déduite de (f^t^j n® 36; en d'autres termes nous admettons, 1"" l'égalité 

et par suite /W = [(N + 1)(N'-f 1)+1]/i+(N' + 1); 

T que le reste obtenu après cette extraction est par conséquent 

r[(N-|-1)(N'+1)+<]'; 

3" que la tête de colonne est alors évidemment 

P»f.=(«*+0(NH-1)'+2A(NH-i)+1 n» 32, 

on a ainsi les égalités 

P.m={[(NH-1)(lN'H-1)+1]«+(N'+1)r+r[(N + 1)(N'+1)+1]', 
PH^=(«»+r)(N+1)"+2«(N+1)H-1. 

Si, après avoir posé pour abréger* N*f-4 =sa, Nf-|^*1 =A, on muMplie tearme 
à terme les d^ux égalités précédentes^ et si on extrait la n^cine carrée du pro- 
duit, le résultat est. 

p. m. P^= [«(a*-f I)n.*-f(2a6-|- i)»-4-^-|-/vi(o*-|-l )]'+'• > 



64 ANALYSE INDÉTERMINÉE DU SECOND DEGRÉ. 

ainsi le système-solution 

est applicable à T équation proposée. 

59. Formules représentant tous les systèmes X^ Y^ liés à un système x^ y,, 
solution de T équation x'-|-r=P. y. Si dans les formules relatées n® 27 on 
admet Fhypothèse q'=o^ on aura les résultats suivants applicables à Téqua- 
tion proposée. 

X.=P(N + 1)— x„ . 

Y.= P(N+1)'-2^.(N + l')-l-j., 

X.= P(N+1).+x., 

Y.=P(N-|-1)«+2x. (N+<)+^, 

40. Théorème. Étant donnée à résoudre, en nombres entiers, Téquation 
.r'-|-''= ^'Xi si le nombre P est premier absolu , le système-solution x^y^^ dans 

lequel le nombre x^ est inférieur à ^ , est seul admissible comme solution infé- 

rieure à ^ et applicable à Téquation proposée; admettons en effet la possibilité 

d'une seconde solution ^r^zb ^ et^, dans les conditions précitées ; on aurait les 
deux égalités 

OU 9 après soustraction , 

or , le nombre P est premier absolu et est supérieur à ^ , on doit donc avoir 
régalité 2a:idz^ =P, et par suite x^ ± J = P— ^i, donc , le nombre x étant infé- 
rieur à 7» la nouvelle valeur de x ne peut être inférieure à ^ ; remarquons aussi 

que cette seconde solution relative à x est déjà classée , formule o^ 39 , parmi 
les valeurs X^ liées à la première solution :r^ , par conséquent si le nombre P est 

premier absolu , et si on connaît le nombre x^ inférieur à ^ ^t solution de x^ les 
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formules générales du n® 39 donnent toutes les solutions de x applicables à 
l'équation proposée ; on peut conclure des faits précédents que si dans Féqua- 
tion a?Jf-r=^ P.^, le nombre P n'est pas premier absolu, et si l'on veut acquérir 
la certitujde que toutes les solutions seront déduites d'une seule , il sera néces- 
saire de changer, par une transformation convenable , Téquation proposée en 
une autre qui présentera la circonstance essentielle indiquée, cette modifica- 
tion aura un autre avantage que le théorème qui commence l'étude suivante 
montre mieux que toute explication. 



RECHERCHE D'UNE SOLUTION DE L'ÉQUATION *« + r==P.j. Limitation des essais. 

41. Théorème général. Si la résolution de l'équation a,'-|-r est possible, le 
nombre r étant positif et inférieur à P, on peut toujours réaliser l'égalité 

P./?ï = R'-|-r.a', les nombres /w, a, r étant entiers, le premier étant non supé^ 

p 
rieur à j^ -j- 3 /c? second n^ étant pas supérieur au nombre 3. Ce théorème a une 

grande importance; réuni au tableau numérique précédent et à la prop. réc. 
n^ 38, l'ensemble donne un moyen pratique de résolution de toutes les 
équations dont la forme est^-|-r= P.^, la démonstration que nous présent- 
tons est longue , pénible , et cependant nous l'avons abrégée de moitié sans 
altérer son caractère général en admettant l'état impair du nombre P. 

r^CAS. P=4^ + 1. 

42. Lemme. Si l'équation a? '\- r :=.{kq '\' \^x esX '^o^^'àA^ \ si la solution 
hypothétiquement connue est désignée par le système x^ y^^ on peut toujours 
admettre que les nombres x^ y^ ne sont pas supérieurs , le premier à 2^, le 
second à ^ ; la première partie de cette conclusion est évidente , et de l'inéga- 
lité (2y)»-f4^+1 > (4y + 1)7„ on déduit l'inégalité j^ < y + ?l+i qui dé- 
montre la seconde partie du principe énoncé. 

45. Lemiue. Si l'équation :i? -f- r = (4^^ -j- 1 )^ est possible; si l'on pose 
j=4^-|- A: ou (j-zzzX—— le nombre entier k n'étant pas supérieur à 3 , si l'on 

s'est assuré que les essais successifs 1 , 2, 3, 4 ^^ — j- 3 tentés pour / ne 

peuvent donner une solution de cette inconnue ; on est alors assuré , lemme 
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précédent, que cette solution relative à / est un des termes de la suite naturelle 
2=^+4, 2=^+5.... ^+«, ^+«+1... 2=1+^-1, 'L±^h,eyc. 

Le dernier nombre de cette suite« étant inférieur à ^; si pour faciliter Texplica- 
tion on ajoute aux essais indiqués pour j-^ ceux des nombres décroissants 
q — 1....^ — k^ au plus trois essais , on pourra affirmer que dans les conditions 
précitées le nombre n qui vérifie Fégalité certaine suivante , 



[A] 4y+l(^ + .i)=R' + r.r 



y-X 



est un des nombres entiers de la suite naturelle 4, 5, 6.... q — k — ^ . ; or, 

le dernier nombre de cette suite est égal à 3 r "7 J . Ainsi , dans les conditions 

établies, il existe un nombre entier n limité par les nombres entiers 4 et 3 \ ^ ) 
qui vérifie l'égalité certaine [A]. 

44. Lemme. Si les conditions précédentes subsistent , le nombre entier R qui 
vérifie l'égalité [A], doit être représenté par l'expression y-|-2/^ — ^, le nombre 
entier ^ étant positif et non supérieur à n. 

r L'égalité évidente 

est telle, que le second terme du second membre croit avec le nombre /e; et 
dans le cas le plus défavorable, c'est-à-dire dans les conditions /i = 4, A: = 3, 

ce second terme est — ^-j — , nombre supérieur à 4y , et par suite supérieur à r, 

si toutefois on admet l'inégalité [c] çf > 10; ces conditions admises, on a donc 
l'inégalité R>y-|-/î, et par suite &•</^. Nous ferons une remarque générale 
sur l'inégalité [c] et sur les inégalités analogues qui se présenteront par la suite : 
ces limites relatives à q n'ont pas une grande importance , parce qu'elles pren- 
nent en général leurs causes dans ces raisonnements a fortiori , qui amènent 
un énoncé final simple et rapide ; n'est-il pas d'ailleurs évident que toute cette 
analyse est surtout applicable aux équations dans lesquelles le nombre P, et 
par suite le nombre q , sont assez élevés dans l'échelle numérique. 
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2® L'égalité évidente 

(^+<)(S^+«)=(y+2«+1)*-(?+y*+*«*+3«+^ + l), 

égalité dans laquelle le second terme du second membre est négatif , prouve 
l'exactitude de l'inégalité R < y -|- 2/i -|- ^ • 

45. Étant donnée à résoudre en nombres entiers et dans les conditions 
citées 9 l'équation possible 4:*-|-r=P.^, l'ensemble des trois numéros qui pré- 
cèdent établit qu'une solution est toujours donnée par l'égalité certaine. 

[B] (4y+1)(i:=li+n)=<y+2n-^)'+V[î(2*-^)+2:p^+«-(2«-^/]. 

1 "" Nous admettons que les nombres entiers 

-(^-l), -(^-2) -3,-2,-1, 0, 1, 2, 3 

substitués à n, n'ont pu réaliser l'égalité [B], et par conséquent les limites de 

ce nombre n sont 4 et 3 (^-r--) ? 2** le nombre entier S est non supérieur à n ; 

S"" le second terme du second membre de l'égalité [B] est égal à r : ces faits 
préliminaires constatés, on peut prouver que si Ton multiplie l'égalité [B] par 
l'un des deux carrés 2', S*, l'une de ces multiplications transforme l'égalité [B] 
en une autre, dans laquelle le coefficient nouveau de 4y4"^ ==P sera non 

supérieur à ^-^ + ^ î ^^ P^^ ^"*^^ l'exactitude de ce premier cas du théorème 

énoncé n"" 41, sera démontrée. 
Le produit de [B] par 2' est 

ou, après soustraction des multiples de A^^ + l communs aux deux membres, 

[G] (4r/+l)[^— ^— (4/1— 4Ô^i)]=[4/i- (2S+2(7+i)]«+2*b(25--/-)+^*+/z— (S/i-a)»]; 

Ainsi l'égalité certaine [B] dans laquelle le coefficient de Aq-^-i était supérieur 
à iZll J-. 3 est transformée en une autre égalité [C] à laquelle est applicable la 
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seconde ligne horizontale du tableau YI ; en outre , le nouveau coefficient de 
4^-|- 1 =P, peut ne pas être supërieur à ^-r — 1-3; et cette circonstance, qui 
est pour nous essentielle , est subordonnée à la possibilité de la condition 
q — k — {Un — -W — < ) = < ^-^ — f- 3, condition que Ton peut écrire 

[D] 4> — *)=>?^2zz£)_2. 

Le produit de [B] par 3* est 

ou 9 après la suppression des multiples de 4^-|"^ communs aux deux 
membres. 

L'utilité de cette nouvelle transformation est subordonnée à la possibilité de la 
condition 

i:ilî + 6S-.3/i— 2A+1=<2^ + 3, 

ou J=<-4.^; 

OU, enfin, [F] î = <|-f.<. 

Les autres transformations de Tégalité première [B], c'est-à-dire les transfor- 
mations auxquelles seraient applicables les lignes 4, 5, etc., du tableau VI, ont 
certes leur utilité , mais elles ne présentent aucun caractère général ; et le lec- 
teur verra lui-même dans quelle circonstance cette utilité pourrait compenser 
les calculs que ces transformations exigent. 

IL est démontré que, dans Tétat actuel de cette analyse, Texactitude de Tune 
des conditions hypothétiques 



[D] 4(«-*)=>3(^)~2. 
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indiquerait la possibilité de réaliser Tune des égalités correspondantes [C] et [Ë], 

a — h 

avec la condition essentielle , le facteur de 4y -f" ^ ^^° supérieur à ^-r — [- 3 ; 
admettons Tinexactitude de la condition [F], c'est-à-dire admettons l'inégalité 

[G] *>i + ^ 

de laquelle on déduit 2n — ^ <C ^ — ^ > ^^ examinons Tinfluence de cette hypo- 
thèse sur la condition désignée [D]; à cet effet reprenons Tégalité première [B]. 



Dans les hypothèses générales précitées, puisque la racine carrée est q-^-^rv—^^ 
cette racine est inférieure à ç' -f- y + 1 ; et si l'on pose [K] 2/i — ^ = -^ — ^ j 
cette même racine peut être représentée par l'expression ^-f*^ — ^' ^'^ limites 

de h étant 1 et ^ exclusivement : la substitution de cette racine dans l'éga- 
lité [B], donne 

Le secohd terme du second membre , c'est-à-dire le reste obtenu dans cette 
extraction d'une racine carrée, est égal au nombre r de l'équation proposée; 
ce second membre est donc inférieur à (^^-{-1); nous faciliterons la suite du 
raisonnement en égalant provisoirement ce second terme ou ce reste à zéro ; la 
valeur de h déduite de cette supposition erronée sera peu différente de la valeur 
exacte obtenue en égalant ce même second terme au nombre r , on a donc 

delà h = ^^^q—\J (t'\'kqn^n^^^ —qk, 

l'état négatif du radical étant seul admissible par suite des limites imposées au 
nombre A, cette valeur de A fait connaître celle de 4(/z — ^); en effet, de l'égalité 

[K] 2/1 — *=Y—^ 
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on déduit 4(/i — &) = 2/ï — 4A, et enfin 



4(/i— *)=— %4.n) + v/165^ + 64yn + i6/i+% — K)— 16yK *. 

Notre étude actuelle est Texamen des modifications que Tinégalité hypothé- 
tique [G] peut amener dans la condition [D] : nous devons donc comparer les 
deux grandeurs qui expriment 4(/^ — ^), c'est-à-dire comparer 

[N] — %+/i) + Vl69»+6V.f i6/ï-|-% — A)— 16yA et 3(^)— 2; 

or, pour toutes les valeurs de n, depuis /i = 3 (2-^") — 3 jusqu'au maximum 

Ai= B ^Y j admissible pour celte lettre, la première des deux quantités [N] est 
supérieure à la seconde , cette conclusion sera incontestable si nous prouvons 



* Le raisonnement fait dans le texte admet l'exactitude de la valeur de hij déduite du reste 
créé par [M] et égalé à zéro ; ainsi la valeur exacte de h , c'est-à-dire la valeur de h donnée par 
l'équation obligée 



nq 



+ ^9h + n-^f^+'-^-(^i-hj = 



a été remplacée par la valeur de ^ déduite de l'équation • 

si nous représentons par /la quantité /ly + /i — qk'\ —., les deux équations précé- 
dentes seront 

de là on déduit par soustraction 

les quantités h et /<i sont certes peu différentes, puisque le nombre h n'est pas supérieur à -, 

la quantité h-^^fi^ sera peu différente de n , alors l'équation \u\ prouve , en rappelant l'inégalité 
r<^49 -}- 1, que la différence de A à A^ est inférieure au nombre 2 ou que le nombre h est supé- 
rieur au nombre h^ d'une quantité inférieure à 2 : si dans l'égalité [K] du texte , égalité dans 
laquelle le nombre /<i a pris la place du nombre A , si on substitue au nombre h le nombre A-j-2 , 
cette égalité deviendra 4(/i — $) = 272 — Ah — 8 et le changement n'altérerait pas d'une uuité 
la limite finale assignée dans le texte au nombre q. 
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que, depuis « = 3(^-^j — 3 jusqu'à n = 3(^^^j, radoption du polynôme 

+ %+«)+3(^)-2, . • 

comme étant la racine carrée de la quantité placée sous le radical , donnerait 
un reste essentiellement positif: ce reste à examiner est 

[L] 26^«+(32H-6%-i6«"-12^+y(23-^) _^_7/— -4. 

Ce reste j s'il est positif pour une certaine valeur de n , augmente ensuite 
avec rij pourvu que ces valeurs de n restent inférieures à-j^-f"^ "l""??' ^^^ ^* 
l'on pose n = S P'T ] — 3, la substitution dans [L] de cette valeur pour n donne 

l^^q{^^7\ — f^ +73A-f 244) , et, si l'on admet le cas le plus dé- 

^ 1110 i5ç» 4- 682^ — 8380 6r(15y--68î) — 8380 

favorable A" = 3 , on a — 2:—^ — 7^ ou -^ — ' ; or , ce ré- 

sultat est positif si l'on admet ^> 55 : ainsi, dans les cas les plus défa- 
vorables pour toutes les équations dont la forme est j::*-f-r= P./, pourvu que 
l'on ait, r P=4y-|-1, 2* le nombre r positif et inférieur à P, 3® le nombre n 

non inférieur à 3 r"r ) — 3 : si Ton ne peut admettre la condition [F], c'est-à- 
dire si l'on ne peut admettre la possibilité de l'égalité [E] avec la condition 
essentielle, le facteur de 4y -f" ^ inférieur à ^^^^ — 1-3, cette impossibilité même 
amène la possibilité de la condition [D] , et , par suite , assure l'exactitude de 
l'égalité [C] avec la condition [D], le facteur de 4^-[-1 inférieur à^^-^^ — 1-3. 

Les limites générales assignées au nombre n sont 4 et 3 r ~ ), nous devons 
donc compléter cette étude par l'examen de l'influence de n sur les conditions 
[D] et [F], lorsque le nombre n est limité par 4 et 3 r "T ) — 4. Or, le nombre n 
ainsi limité vérifie la condition [F]; en d'autres termes, les conditions 
^> j-[-1, /i = 3(^^^) — / sont contradictoires, la variation du nombre / 

ayant lieu depuis 4 jusqu'à 3 r "7 J — 4y où, plus simplement, ayant lieu de- 
puis jusqu'à 3 r~ j — 4- 
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rde*>^-j-1 ondéduit2n— J< y— 1 ouy-j- 2»— *<y+y-- < , 

2— — \ — /, on a 

,+2._»<^-(5|+,) -|. 

2"* Le produit (^^ -[- 1 ) (^-7- — f-'*) devient, si à n on substitue la valeur 
3 m ~ j — /, le nombre 

[S] ^_,(!!«^)_»_4,,_, 

Or, ce nombre contient le carré (y-[-2/^ — J)", et, diminué de ce carré, il doit don- 
ner le reste r, c'est-à-dire le terme connu de Téquation proposée : si donc, dans 
cette soustraction y le carré (q-^-in — $)'est remplacé par la quantité plus grande 

-j^ — jg — 1 — -5- , le reste de cette nouvelle soustraction sera , soit un 

nombre négatif, soit un nombre positif, mais inférieur à r , et , par suite , infé- 
rieur à 4/^-|-1 ; ainsi, du nombre [S] retranchons le nombre 

le reste est alors 



25y 
16 



cherchons les limites relatives à / et capables de donner à ce reste Fétat positif 
et supérieur à 4^; ce reste présente deux parties : la première, qui est indé* 
pendante de la lettre /, est , dans le cas le plus défavorable, et si Ton a ^ > 45, 
positive et supérieure à 4^, maximum admissible pour le nombre r ; la seconde 
partie du reste est dépendante de /, est positive et croissante depuis /=0 

jusqu'à /= ^~7a ~ — 5 ainsi, le nombre / étant limité provisoirement par 

les termes et — ^~ ^ ~ — > ^^ ^^ assuré que le reste [T] est positif et su- 
périeur à 4^; par suite, ce reste est supérieur à r^ et, par conséquent , dans ces 
conditions , l'inégalité ^ > ^ -|- 1 est inadmissible, et l'exactitude de l'égalité [E] 
avec la condition essentielle F est alors incontestable. 
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La limite supérieure provisoire ^ ^ "" — , relative à la lettre /, n'est pas 

^~g — j — 4 y maximum admissible pour cette même 

lettre /; or^ reprenant Texamen du reste [T], on peut remarquer, 1® que depuis 

/= — î — -g jusqu'à /=3(^-^^j — 4, la partie dépendante de / prend 

rétat négatif 9 et, par conséquent, diminue d'autant, Sans le reste T, la par- 
tie invariable positive qui la précède; 2^ que, dans les conditions imposées, le 
maximum négatif de cette partie dépendante de / correspond exactement au 

maximum 3 r ~ ] — 4, admissible pour la lettre /; si donc, à la lettre / et 

dans y{ ^ oa "" — "^0 o° substitue /=3 r ~ J — 4, le résultat final, 
après substitution et après réduction générale , est 

[U] y(^_-A)+i|£_i9, 

résultat qui est, en général, positif, et l'examen de sa grandeur, comparée à 
celle de 4^, donne les états suivants : 1^ si A:=0, on a [U] >4^ si Ton a 
j>8; 2'si A=1, on a [U] >4^ siPon a 5r> 12; 3*si A=2, ona[U]>4y 
si l'on a5r>50; 4' enfin, lorsque le nombre k est 3, le nombre [U] n'est pas 
supérieur à 4^, mais constatons que notre raisonnement admet la supériorité 
de ce nombre sur le terme connu r ; le nombre [U] serait d'ailleurs supérieur 

à 4y si l'on diminuait d'une seule unité le maximum 3 r ~ j — 4 assigné à /. 

2* Càs. P = 4y + 3. 

La démonstration est semblable à celle qui précède, et nous indiquerons les 
points principaux du raisonnement : 

1* Si l'équation a^-\-r=(Aq-\'3)j^ est possible, on peut toujours admettre 
que la solution x^ Yx } hypothétiquement connue , vérifie les inégalités 

2* Si réquation ^+/' = (4^+3)j est possible, si les essais successifs/ = < , 
7=2, /=3..../=^2-^ + 3 ne peuvent faire connaître une valeur dejr^ 
on est assuré qu'un nombre entier n vérifie l'égalité 

[A.] (4^^3)(i:=^+«) = R'+1V; 

10 



[Cl] 
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on est également certain que le nombre riy en admettant la non-réussite 
pour / des essais q, q — k, est un des termes de la suite naturelle 

4, 5, 6, 7 .... q — k — 1 .... q — k--^ ^~ ; 

3' La racine R qui vérifie l'égalité [AJ est q'\'^n — J/le nombre ^ étant po- 
sitif et non supérieur à n] ces faits établis, on sait qu'une solution est toujours 
donnée par l'égalité certaine suivante : 

[B,] (4^+3) {lll^ + r>j =(^+2«_8)«+i«[^(2a^^)+3/i + 3(i=:^) -(2«-ô)«]; 

de cette égalité on déduit après multiplication par 2* et par 3' 

(4^+3;(y-/t+45~4/i+3)=(4/i--2S-29-3)«+2«[7(2a-^)+37i+3(^-^ 
Pi] (4y+3)^?:=i+6§— 3/2— 2X-+3) =(6«— 35-^— 3)«+3«[7(2a— A^) + 3/i + 3(?^)-(2/i— 5)»]; 

des raisonnemens analogues à ceux qui ont été faits dans le cas précédent 
prouvent que la transformation de l'égalité [BJ en l'une des égalités [CJ et [DJ, 

le multiplicateur de 4^+3 n'étant pas supérieur à ^-^ + 3 , est subordonné 
aux conditions hypothétiques 

[DJ 4(«-.*)=>«^, 

Admettons l'inexactitude de la seconde condition , c'est-à-dire soit 

de là on dëduit 2« — ^ < y — ^ > et en employant la lettre h comme dans le 
cas précédent , on a 

[Ki] 4(« — &) = 2« — 4A; 

si, à la racine çf+2/î— * et dans l'égalité [B,], on substiluela valeur y-f-^— ^, 
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qui représente alors la valeur inhérente à cette racine ^ le résultat est 

[M.] (47+3) (2ll^+n)=(^g-^^^hy+i^^^^ 

si, en rappelant les considérations présentées dans le cas précédent , on égale à 
zéro le second terme du second membre de cette égalité y et si on déduit de 
cette équation Tégalité suivante, c'est-à-dire la valeur 

enfin , si on substitue cette valeur daus l'égalité [K,], on a 



4(«— *)=— %+n)-f Vl6^+645m+48n-f1%--K)^16yA; 

é 

alors l'examen comparatif des deux grandeurs suivantes 

[N.l — %4-/i)+^169*+64<7rt4-48n+12(y— A)-.16çA et 3^^^) 

indiquera Fétat admissible ou non admissible de la condition [DJ toutes les 
fois que l'inégalité [GJ sera exacte; si de la quantité placée sous le signe 

radipal on retranche UCy -[- /i) -f- 3 (^^^^)1 , le résultat est 

Ce reste, s'il est positif pour une certaine valeur de /i, augmente ensuite avec n^ 
pourvu que toutes ces valeurs de n restent inférieures à -j^ 4" i H" Te ' ^^°^> ^^ 
ce dernier nombre n est limité par les termes sf^JZ-j — 3 et sfî^^^j, ce 
reste est positif; si effectivement on substitue à /i le nombre 3 r ~ j — 3, le 

résultat est i^_y^^ + i2) — (^ + 84^ + 288), et, dans le cas le 
plus défavorable donné par Thypothèse A = 3, ce résultat devient 

i»9« ' 38iy 936y 

16 8 16 • 

Or, ce dernier résultat est positif, si Ton admet ç > 61 , et par conséquent nôtre 
conclusion sera encore celle que présente la partie analogue du cas précédent. 
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[^s modifications apportées par la valeur de n, depuis le nombre 4 jusqu'au 
nombre 3 r~ ) ■— 4> dans les conditions hypothétiques [DJ et [FJ seront 
semblables à celles qu'éprouvent , dans les mêmes circonstances , les conditions 
[D] et [F] du cas précédent; si les limites de n sont 4 et 3 r ~ j — 4, la condi- 
tion [Fj est réalisée; admettons, «n effet, l'exactitude des deux hypothèses 
suivantes ^ > ^ -j- ^ > ^^^^\Ti — '> hypothèses que nous disons être in- 
compatibles , si la variation de / est limitée par les nombres 4 et 3 r~ j , ou , 
plus simplement, est limitée parles termes et 3 r ~ J — 4. 

rDe*>j+< on déduit 2/1 — *< y— 1 et y-f 2/2— 5<5r+^ — 1 ; ou, 
si à /i on substitue la valeur 3 r~ \ — /, on a 

,+Sn-»<^-(^+.)-l'. 

2* Le produit {/^'\'^)y-Y — h'*)» ^^ ^ ^^^ substitue la valeur 3 r 7" ] — /, 
devient 

Le nombre [S J contient le carré (5r-[-2/i — &)*; par conséquent ce nombre, 
diminué de ce carré, doit donner un reste égal à /*; si donc, dans cette sous- 
traction , le nombre trop élevé 1 -7^ — (îë "H V ^" 2" P^"^ ^^ place de ce 

carrée le reste sera un nombre négatif, ou ce reste, s'il est positif, sera infé- 
rieur à r, et, par conséquent, à 4^-|-3; or, ce reste est 

[TJ i5?+n5-^j_(^_-f3^-fl).f^(-^-3^ /). 

La partie indépendante de / est positive et supérieure à 4^-1-3 , lorsque Ton a 
/r = 3, 9>29; la partie* indépendante de / croit depuis / = jusqu'à 

1=—^ — 1^^ , le nombre / étant plus élevé donne à cette partie Télat 

positif décroissant^ pub l'état négatif, et si^ à la partie indépendante de /, on 
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réunit la partie négative donnée par Tegalité /==3f^^^^j — 4, le résultat 



final est 



[„., ,^^_*)_^ + ,3). 



Ce résultat est positif, et Texamen comparatif de [U,] et de 4y-f"2 donne les états 
suivants : r Si A:=0, on a [UJ >4y+2, si ^>5; 2^ si A=1 , on a [UJ >4^+2, 
si y>9;3' siA:=2, on a [Uj >45r + 2, si y > 22; 4** si A= 3, le nombre 
[U J n est pas supérieur à 4^-]- 2 ; mais le raisonnement admet seulement la su- 
périorité de ce nombre sur le nombre /•, et nous pourrions reproduire ici l'ob- 
servation faite dans la partie analogue du cas précédent. 

Conclusion générale. Étant donnée à résoudre , en nombres entiers, une 
équation j:*-|-r=P./; admettons , ce qui est permis, l'état positif des 
nombres P et r, Texactitude de l'égalité r < P : si l'équation proposée est pos- 
sible, les raisonnements qui précèdent constatent l'existence d'un nombre 

entier P. w, le facteur m inférieur à 7«-}-^ ^"^ vérifie Tune des trois égalités 

suivantes : 

[1] P./w — 1Vr=R« 

[2] •. P.m— 2Vr=R' 

[3] P./n— 3'.r=R*, 

le nombre R étant entier^ la proposition réciproque est également vraie. 

Les tables précédentes, applicables à l'équation jf"-[-r = P.^, ont été 
calculées en employant la relation unique, qui a lieu entre une solution cer- 
taine h et toutes les solutions liées à cette première solution de l'équation pro- 
posée, en substituant successivement à N et à N' la suite naturelle 0, 1, 2, 3, 
4, .etc.; les expressions littérales ir^, it,,'.^, ç»,*, <p^'+i (expressions relatées n® 54) 
représentent, dans les conditions actuelles, tous les nombres entiers qui peuvent, 
après extraction de la racine carrée, donner un reste caractérisé par la for- 
mule r.Q*, le nombre Q étant entier, par conséquent si une des égalités pré- 
cédentes [1], [2], [3], l'égalité [3], par exemple, est exacte, on est certain que 
le nombre P . m occupe une place dans les tables et par suite la fonction de n 
correspondante, fonction qui représente la racine carrée de P. m, doit, si elle est 
égalée au nombre entier R, donner à n l'état de nombre entier, cette circon- 
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stance fera connaître la tête de colonne correspondante et par suite, n"" 38 , 
donnera une valeur de ^ applicable à Téquation proposée. 

46. La conclusion générale qui précède donne un caractère pratique incon- 
testable à la méthode de résolution de l'équation a^^r=:P./; mais cette 
méthode, applicable d'ailleurs à Féquation plus générale a^-^qx-^rzziz^ .j-^ 
exige remploi du tableau VI plus ou moins étendu ; or, ce tableau lui-même 
n est pas indispensable ou du moins une simple remarque prouve que sa partie 
réellement essentielle est limitée aux trois racines fonction de n , qui occupent 
les rangs 2 et 3 de la première colonne verticale ; en d'autres termes, le tableau 
Yi peut être complètement remplacé par le tableau Vil suivant : 



TÊTE DB COLONNE. 



Tableau VII. 



Po= /i»+r. 
Racines. 



Reste = 2*. r, â/i+l. 

Reste s= 3* . r , 3/?— 1 3/i+l 



En effet, étant donnée à résoudre, en nombres entiers, Téquation pos- 
sible :t''-j-r==P.^; on a, dans ces conditions, acquis la certitude que Ton peut 
satisfaire à Tune des égalités 



M] 

[A] [2] 
[31 



P./n=R*4-1'.r 
P./»=R»4-2*.r 
P.m=R»-|-3'.r. 



Or, si le nombre P est impair, circonstance qui , dans l'étude actuelle, con- 
serve à ce nombre toute la généralité nécessaire *, on peut affirmer que la véri- 
fication de l'une des égalités [Â] et l'emploi du tableau VII amènent toujours 
une solution de l'équation proposée, 
r Si l'égalité exacte est 



[<] 



P.m = R» + 1'./-, 



Z 

* Si Von a P = 2*.p, l'égalité =5=7 transforme Téquation j^^r=zV,y en une autre 
«*-!- rzizpz , dans laquelle le nombre p est impair. 
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cette ëgalitë donne le système xc=Ry jr=:m applicable à l'ëquation proposée. 
2*" Si régalité exacte est 

« 

[2] P.m = R'-[-2*.r, 

le nombre R est impair ou pair; dans le premier cas, Tégalitë 2/i-}-1=R 
donne le système a; = 2/i'+'*+2r, ^=m(/i"-j-r) applicable à Téquation 
proposée; dans le second cas, on déduit de l'égalité P./7i = R'-[-2V r, Tégalité 
P./Wj=(P— R)*-|-2*. r, dans laquelle le nombre P — R est impair et la question 
appartient au premier cas. 
3* Si régalité exacte est 

[3] P.m=R«-f3'.r, 

le nombre R a Tune des trois formes 3^— «1, ^^'^^9 3^; dans les deux pre- 
miers cas, l'emploi convenable de Tune des égalités 3/i — 1 =R, 3n-[-1 = R9 
tableau VII, donne à n Tétat de nombre entier, et par suite donne un sys- 
tème-solution applicable à l'équation; dans le troisième cas, tcyjis les termes 
de régalité [3] sont divvsibles par le nombre 9, et cette égalité devient 

[B] ^=9'+<'.'-; 

si le nombre P est premier absolu ou si ce nombre est premier à 9, l'égalité [B] 
"prend la forme V.m^=:^€^'\'V.r e\ par suite le système x=^q^y^=,m^ , est appli- 
cable à l'équation proposée ; si le nombre m n'est pas un multiple exact de 9, 
alors P est exactement divisible , soit par 3 , soit par 9 , et l'égalité [B] 

p 171 P 

prend l'une des formes 3-3=5^"f"***''> 9-'^=9*+^*-^> c'est-à-dire 

[4] p.^=(t^\\r, 

[5] /;,.m=9*+r.r, 

le raisonnement étant le même dans ces deux égalités, nous admettrons 
que [4] est l'égalité finale obtenue : on est assuré que le système x=iq^ 
2-=(Ao est une solution applicable à l'équation j::*-|-r=/?.^ et puisque l'on a 

^=P9 il est évident que parmi les valeurs jx^, (Aj, ji,, etc. de l'inconnu^, rela- 
tives à l'équation :i:*-|-r=/?.^, on doit rechercher celles qui sont exactement 
divisibles par le nombre 3, soit (x. cette valeur et ^. la valeur dearccHrespondante, 



r. 
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onaurales égalités, />.|iL.=(srO•+^^^,3./^.Ç==(yJ4-^^r, P. 1= 

ainsi le système x=>q^yj'=^ est applicable à Téquation primitive proposée: 

la recherche du nombre (ji^ aura lieu en employant les formules générales n"" 39, 
elle demande quelques essais dont le nombre est très-limité, en effet, si Téqua- 
tion primitive proposée j;"-f-r= P. 7* est possible, celte équation doit présenter 

pour^ une valeur inférieure à ^ -|- 1 , et par conséquent le nombre (x^ doit être 



inférieur à 3 (7 -|- 1 ] • 



Le raisonnement qui termine le paragraphe précédent, admet Tétat premier 

p 
absolu du nombre /; = - ; ce raisonnement admet, en effet, qu'un seul système 

a:=y,^=tXo solution de Féquation a^'^r=P.jr donnera, àTaide des formules 
générales n^ 39, toutes les solutions de cette même équation; or, on a vu, 
n^ 40, que cette seconde propriété est complètement subordonnée à la pre- 
mière : si le nombre/? n'est pas premier absolu, l'état premier à 3 des diverses 
valeurs (jl^, [l^, (x,, etc. n'est pas une preuve de la non-existence d'une valeur de 
^applicable à l'équation primitive proposée ;r"-[-r=P .jr; on reprendra alors 
l'équation auxiliaire x^-\~r=^p.jr et désignant par 77 le plus grand facteur pre- 
mier de /? puis, posant /?='7r.K, K.^=r, l'équation :i::*-|-r=:/;.^ deviendra 
a^^r=:'K.ty soit a: =0:0, /=^oUn système-solution de cette dernière équation, 

avec la condition ^o<Câ9 ^^ nogibre 77 étant premier absolu, la suite /g 9 ^19 ^9 

/;, etc. donnée par l'emploi des formules générales n^ 39, renferme toutes les 
valeurs applicables à l'inconnue r, et par conséquent si on choisit parmi ces 
valeurs les multiples exacts du nombre K; ces multiples donnent, après division 
par K, une nouvelle suite Oq, O^, 6,, etc. dont les termes sont toutes les valeurs 
applicables à l'inconnue^ relative à l'équation a:*-|-r=/?.^, cette nouvelle suite, 

dont un terme au moins doit être inférieur à B^j-f-l)» renferme évidemment 

les nombres \L^y [i^ [i^, etc. donnés dans le calcul qui a précédé le calcul 
actuel, si parmi les nombres Oo, Oi, 0,, etc. on adopte ceux qui sont inférieurs 

à 3f j-|-1 j et si ces nombres ainsi choisis sont tous premiers à 3, on aura la 

certitude qu'il y a impossibilité de résoudre, en nombres entiers^ l'équa- 
tion primitive j:* -}- r = P . ^. 
La réunion des hypothèses K=Sgy P.m=R*-j-3*. r est extrêmement rare, la 
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difficulté qu'elle présente est essentiellement théorique , plutôt apparente que 
réelle ; on peut d'ailleurs toujours Téviter en opérant, s'il y a lieu^ la transfor- 
mation de l'équation proposée, c'est-à-dire en changeant cette équation en une 
autre , dans laquelle le coefficient de l'inconnue auxiliaire est un nombre pre- 
mier absolu : la dernière partie de l'explication précédente donne tous les 
éléments nécessaires pour opérer cette transformation ; cette dernière partie 
donne aussi , connaissant un système-solution de l'équation transformée, le 
moyen de constater la possibilité ou l'impossibilité de résoudre, en nombres 
entiers, l'équation proposée. 

L'emploi du tableau VU amène donc toujours une solution de Téquation pos- 
sible a^'\-r=P.jr', or, cette circonstance même indique, entre les nombres x^, 
jr^ , qui constituent une solution , une. relation dont l'élégance et la sim- 
plicité nous paraissent remarquables, tout système -solution vérifie l'égalité 
j:"-j-r=P./72(n'-j-r) en d'autres termes, dans les conditions précitées, le pre- 
mier membre de l'équation résolue présente la forme a^-^r^ et ce nombre est 
égal au produit d'un multiple exact de P, par un nombre dont la forme est 
exactement celle que présentait le nombre entier a^-^-r. 

47. La recherche des solutions, en nombres entiers^ de l'équation ^-|-r=P.jr, 
est donc remplacée par cette autre recherche , constater la possibilité ou l'im- 
possibilité de l'une des trois égalités [Â] 

[2] P.m— 2*.r=R» 

[3] P./w— 3'.r=R', 

parmi les procédés que le lecteur peut employer, nous indiquerons le procédé 
suivant, qui nous a paru réunir les conditions de célérité et de certitude pra- 
tiques que Ton demande à ce genre de calcul ; remarquons 1 ^ que le chiffre 
des unités d'un carré exact entier est 1,4, 6, 9, 5, ; 2** que le chiffre des 
unités d'un carré exact entier étant ou 5, le chiffre des dizaines de ce même 

carré est ou 2 ; 3® que le nombre entier m est inférieur à 7g-f"3. 

Essai relatif à l'une des égalités [A], par exemple à la première de ces égalités; 

11 
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le nombre P. m — IV doit être un carré exact entier;* posons la série suivante 
de nombres entiers : 

[B] 1,P— r.r, 2-P— r.r, 3.P— l'.r, A.P—V.r, 5.P— r.r, 
6.P— i«.r, 7.P— IVr, 8.P— iV, 9.P— r.r, 10.P— 1\r, 

on devra exclure de cette série tous les nombres dont le chiffre des unités 

sera 2^,39 7,8, et cette exclusion sera définitive, c'est-à-dire aura lieu pour tout 

Fessai actuel; en effet, si Ton est certain que le chiffre des unités du nombre 

2. P — 1*.r, par exemple, ne peut se concilier avec l'état de carré exact entier, 

le fait de non-concordance est également certain pour les nombres 12.P — fVr, 

22.P—- 1*.r, 32.P — 1*.r, etc. ; la série [B] est dodc réduite à six termes et une 

remarque. assez simple détermine l'exclusion immédiate des termes dont le 

chiffre des unités est ou 5; supposons, par exemple, que le nombre 7.P — l'.r 

présente le chiffre des unités égal à 5, le chiffre des dizaines de ce nombre est 

ou tC est pas 2, dans le premier cas on examinera à l'instant si ce nombre est 

un carré, soit lorsqu'il est isolé, soit après l'addition de 100P, de 200P, de 

p 
300P, etc., le coefficient actuel de P étant limité par la condition m < Tg-}-3; 

dans le second cas on reconnaîtra immédiatement quel est le multiple exact 1 0P, 
20P, 30P, etc., que l'on doit ajouter au nombre primitif tP — IV r, pour 
donner au résultat le chiffre des dizaines 2 , et on soumettra ce résultat aux 
essais indiqués pour le premier cas ; il est évident qu'une opération analogue 
aura lieu pour le terme dont le chiffre des unités est ; la série [B] présente 
finalement quatre termes dont le chiffre des unités est 1,4, 6, 9 ; or, si l'on 
remarque que tout carré exact entier 1^ dont le chiffre des unités est 6 a un 
chiffre impair comme dizaines ; 2"" dont le cliiffre des unités est 1 , 4 , 9 a un 
chiffre pair comme dizaines , on reconnaîtra facilement que les quatre termes 
qui constituent alors la série [B] seront alors, le nombre P étant impair, soumis 
aux essais, en augmentant le coefficient de P, soit des nombres 10P, SOP, 
50P, etc., soit des nombres 20P, 40P, 60P, etc., un seul de ces modes est 
nécessaire et est caractérisé par l'état du nombre primitif de la série finale [B]. 

Exemple, a:"-!- 171:= 15597", les essais amènent , s'il y a lieu, la vérification 

de l'une des égalités [A]; or, dans l'exemple actuel, 1* le quotient entier donné 

p 
par ïg -}- 3, c'est-à-dire 1 00 est le nombre maximum affecté à la lettre m ; 2* 

les essais relatifs aux deux premières égalités [A], essais limités par le maximum 
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admissible pour m^ ne présentent aucun résultat utile ; 3^ les essais relatifs à la 
troisième égalité [A] donnent les six égalités 

1559.1--3*.47i=20, 1559.2— 3M 71 =1579, 1559.5 — 3M71=6256, 
1559.6— 3M 71 =781 5, 1559.7— 3'. 171 =9374, 1559.10— 3M 71 =14051; 

* 

W" quelques essais relatifs à la première et à la quatrième égalité déterminent 
la suppression de ces égalités , on a donc finalement 

1559.2— 3M71=1579, 1559.5— 3M71= 6256, 
1559.7— 3M 71 =9374, 1559.10— 3M71=14051; 

5^ les essais liés aux deux premières égalités ne donnent aucun résultat utile ; 
6^ le second membre de la troisième égalité n'est pas un carré , mais le premier 
membre augmenté de 10P donne légalité 1559.17— 3M 71 =158% de là, 
tableau VII, /(n) = 3/1 — 1=158, n = 53, tête de colonne /i*4-r=2980, 
(/i»+r)17=50660, donc le système-solution est r= 50660, a: =8887. 

48. L'exposé théorique qui précède fait connaître soit Tensemble, soit la non- 
existence de solutions entières de Téquation a^-^-r^^^.jr^^ nous avons d'ail- 
leurs indiqué n^ 30 et n^ 31 les deux transformations simples qui permettent 
de subordonner la résolution de l'équation X*-f-QX-|-R = K.Y à celle de 
l'équation a;*-|-r = P.^; on a donc ainsi un procédé de résolution, en nombres 
entiers , de ce genre d'équations : or, sans vouloir donner au traité actuel une 
direction pratique étroite que nous avons évitée parce que toute direction de 
cette nature brise les méthodes, ferme, en général, la route à toute recherche 
ultérieure, il nous est sans doute permis de compléter, par quelques mots, le 
mode de transformations que nous venons de caractériser. Reprenons l'équa- 
tion générale de cette première partie : 

[A] aX*.f ôX-|-c=P.Y, 

»■■■»—■■■ ■!■ ■ ■■■ ■ Il I ■ .. . . ■ , 

« 

* Le second membre du paragraphe du texte admet , à la vérité , Pétat premier absolu du nom- 
bre P; cet état nous l'admettons d'ailleurs dans le raisonnement qui suit; son absence n'altère pas 
la généralité du procédé pratique, ou du moins n'amène que des modifications légères dont nous 
laissons l'examen au lecteur; constatons aussi que le nombre a (coefficient de X' dans l'équation 
relatée plus bas) est premier au nombre P; en effet , le nombre a^ multiple de P, abaisse le 
degré de cette équation, laquelle appartient alors à l'analyse indéterminée du premier degré. 
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laquelle représente toutes les équations incomplètes du second degré à deux in- 
connues qui ne renferment que le carré d'une variable. Posons les égalités 

Téquation [A.] devient 

[B] t^+{Aac-^l^) = P.z. 

Nous avons , dans les n^ qui précèdent, tous les éléments nécessaires pour ré- 
pondre à ces deux questions : la résolution, en nombres entiers , de Téquation 
[B] est-elle possible? Et si la réponse est affirmative, quels sont les nombres en^ 
tiers tetz qui donnent un système-solution de cette même équation ? Enfin rap- 
pelons que le premier système-solution connu étant t et Zj les formules 

[H] T = P(N-f 1) — ^ 

[K] z=P(N+4)«— 2<N + 1)-f z 

représentent, n^ 39, tous les systèmes-solutions applicables àTéquation [B]. 

Les égalités [M] montrent que Tétat entier attribué à chaque partie du sys- 
tème X, Y de réquation primitive proposée donne le même état entier à chaque 
partie du système correspondant T, Z; mais, et pour nous ce point est capital , 
les réciproques sont, en général, inexactes, et il faut rechercher parmi les sys- 
tèmes-solutions T et Z ceux qui donnent Fétat entier, V à X, 2^ à Y : la première 
recherche ne présente aucune difficulté , elle est liée à une équation d'analyse 
indéterminée du premier degré obtenue en remplaçant dans la première des 
égalités [M] la lettre t par la valeur générale T=P(N-(-1) — t; en d'autres 
termes, cette recherche est la résolution , en nombres entiers, de Téquation 

[C] 2aX = P(N + 1)— ^— *. 

Si on désigne par X et N un système-solution de cette équation , la seconde re- 
cherche est le résultat de la substitution de N dans Tégalité [K] ; ce résultat en- 
tier numérique, représenté par Z, est toujours un multiple de 4a , et , par suite, 

donne le nombre entier Y = j-, lequel complète le système-solution X, Y de 

réquation primitive proposée ; cette dernière proposition est manifestement une 
conséquence des transformations opérées; elle peut néanmoins être démontrée 
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directement : reprenons , en effet , les trois égalités 

[B] /» + (4ac— **) = P.2, 

[C] 2aX = P(N + 1)— ^ — *, 

[K] Z = P(N + 17-^2<N+1)+z. 

Les lettres y 1* tetz^ relatives à [B], 2* X, N, relatives à [C], représentent 
un système-solution ; par conséquent y les égalités 



z 



P 9 ll-f-1 p , 



démontrent que les nombres ^ -(- Uac — A*, 2aX -|- ^ + ^ sont respectivement 
des multiples de P; substituant les nombres z et N-f-l dans Tégalité [K], on a 



Z 



^ / laX + t + b Y ^J ^X + t + b\ , f' + (4ac — y) . 



chacune des trois parties du second membre est un nombre entier; la somme 
présente ce même état , et est , après réductions , le second membre de Tégalité 



z 



=ua(^:E±^y 



Le nombre P, premier absolu , est premier à 4a; par suite, le nombre z est 
multiple de 4a; par conséquent, les deux recherches précitées se réduisent à 
une seule, laquelle est toujours possible, le nombre P est premier absolu, 
cette recherche appartient à l'analyse indéterminée du premier degré à deux 
inconnues. Concluons : Si on connaît un système-solution de Téquation [B] , 
ce système amène Féquation [C] ; le système-solution X , N de cette dernière 
équation, donne, après substitution de N dans Tégalité [K] , un nombre entier Z 

multiple de 4a, et, finalement, on obtient les nombres entiers X, j-^==:Y, 

qui constituent une solution de Téquation proposée. 

49. Nous avons, dans la note du n"" 30, pris l'engagement d'examiner les 
limites que Ton peut assigner à / dans les équations dont la forme est 
x" -j- yx -|- r = P .jTy le nombre q impair , c'est-à-dire d'étudier quelques faits 
analogues à ceux que présente, n^ 41 et suivants, l'équation a:"-|- /•= P./; cet 



86 ANALYSE INDÉTERMEVÉE DU SECOND DEGRÉ. 

examen direct de Téquation précitée a:*-|-yj;-j-r=P*^ peut être utile , au 
moins comme exercice intellectuel : nous indiquerons les points principaux qui 
ont été l'objet de notre étude. 

Étant donnée à résoudre en nombres entiers Téquation 

le nombre q étant impair et représenté par 2^-1-1 ^ on a vu, n~ 21 et suivants» 
que la connaissance des solutions entières était liée à celle de deux séries 
primitives, et que chacune de ces séries créait deux espèces de résultats. 

1" SiwE. j, l+y+J, A-(-2y4-j, 9+3^-|-j... 
Terme général rù-\-nq-\- s. 

Résultats [C] p,OT = R» + (AIP-fAH+^^)— R, 

[D] P./n=R* + A.Q'. 

2« Série. ^^, A + A+^^, 4A + 2A + ^^..- 
Terme général An*-j-A/i-| — i— . 

[F] L£Lt2=R.+^. 

De là deux épreuves à foire sur l'équation proposée et la limite première 
évidente du nombre m est n^ 28, P -}- ç" -}- 1 ; or , nous admettons dans Texposé 
général suivant, que Téquation proposée X*-|-^X-|-^=PY a été transformée 
en réquation j:*-|-a:-(-r==P.^, le nombre r étant positif et inférieur à P, 
cette transformation n'altère pas la généralité du raisonnement puisqu'elle est 
opérée : 1^ par le changement de X en ;rd=A:; 2^ par le changement, s*il y a 
lieu , de quelques unités dans la valeur de Y , dans ces nouvelles conditions on 
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a A = 4r — 1 ^ et si Ton adopte le nombre G positif, note du n® 15 , les éga- 
lités [C], [D], [E], [F] deviennent : 

[CJ P./n=R*4.(2H + l7r — H(H + 1) — R, 

[DJ P.7w = R»+(4r — 1)Q«, 

FF! P./yi + G _i>, , R«+R + r + G ^ 

La résolution en nombres entiers de Téquation proposée étant possible : l '^ Si 

a est une valeur de a; , le nombre (a— P) est une valeur applicable à la même 

p 
lettre, et par suite, il existe pour 7* une solution qui est non supérieure à ^ -f" 1 ; 

2" les nombres P et r vérifient Tune des quatre égalités [C] , [D] , [E] , [F] ; 
admettons que la vérification ait lieu pour Tune des égalités [C] et [D], Téqua- 
tien est alors liée au tableau I, n^ 13. 

1^*^ Cas. Les nombres P et r vérifient Tégalité [CJ ; la résolution de Téquation 
est alors liée à la première partie du tableau I , ou , eu d'autres termes, les 
nombres P et r vérifient Tune des lignes horizontales qui constituent cette 
partie du tableau ; nous prouverons ci-après que cette vérification d'une des 
lignes précitées amène nécessairement la vérification de la première de ces 
mêmes lignes , par conséquent , le calcul conservera un caractère général , et 
sera plus simple en introduisant dans Tégalité [Cj Thypothèse H = 0, le résultat 
est P. /w = R*-[-r — R , et si Ton admet, pour fixer les idées , les hypothèses 

PrssAy-f-l , ^ . =V , le nombre k étant non supérieur à 3. L'égalité 

précédente peut prendre la forme 

le facteur ^-j — |-/i n'est pas supérieur à y-f- ^ > et 1"* si le nombre n est positif, 

2^ si l'inégalité /* < P est exacte , on peut démontrer , comme il a été fait 
n"" 44, que les limites du nombre & sont et /i-(-1 inclusivement; multi* 
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plions toute Tëgalité [I^] par 9 , on a , par 



(4.+l)p 



-9/t 



(4,+i)[»-2=^ 



+9j 



1/1 



+9i 



i/i 



(^9+i )[ ■ 



(4^+1)1" ^^ _3i^— 2^4-68+4 



éductions successives , les résultats 



3^-j-6/ï— 35]«+9r — [ 9^+48/1—98] 



4^-|_i+6/i— 38--^— i7+9r — [ 9^+18/1—98] 



6/1—38—^—4 ]i+9r— 2— [9^+1 8/1—98—2] 



6«— 38— ^— 4]*+9r— 2— [9^+18/1— 98— 2] 



6/1— 38— 9— 2]«+9/^2— [6/1— 38+H9+i ] 



6/1— 38— ^— 2]«+9^^2— [6/1— 38— y— 2] 



6/1— 38-^— 2]*+9r— 2— [6/»— 38— 9— 2] 



Le nombre 9r— 2 représente, dans les conditions précitées, le nombre — ^^, 

par conséquent la vérification par les nombres P et r de la première ligne 
horizontale de la première partie du tableau I , amène la vérification , par les 
mêmes nombres, de la seconde ligne horizontale de la première partie- du 
même tableau. 

Reprenons et multiplions par 25 Tégalité [Lo], le résultat final, après réductions 
successives, est 

[LJ (4^+i )[^ +2^— ÎJ(3/i -4a)+2(7— 3 /) j = [3^+ 58— i 0/i+5]«+25r— 6— [3y+58— i 0//+3]; 

le nombre 25/* — 6 représente, dans les conditions précitées, l'expression 
— 7^^ qui constitue le terme antérieur de la troisième ligne horizontale de la pre- 
mière partie du tableau 1 ; ainsi, la vérification par les nombres P et r de la pre- 
mière ligne indiquée, amène la vérification par les mêmes nombres P et r de la 
troisième ligne ; on préparerait de la même manière les égalités L^, L^, L^. . . L»« 

2* Cas. La relation qui existe entre les diverses lignes horizontales de la 
première partie du tableau I se retrouve entre les deux genres de lignes hori- 
zontales, en d'autres termes; étant donné à résoudre en nombres entiers 
réquation a;'-|-a:-|-r=P.^, les deux nombres P et r, s'ils vérifient la pre- 
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mière partie du tableau , vérifient Tensemble du même tableau, c'est-à-dire 
vérifient l'égalité [DJ, reprenons en effet, et multiplions par 4 Tégalité [1^] , on 
a^ après réductions successives, 

(4^+l)b— ^+4/1 ] = [%+4/i— 2a ]«-f-4r _[4y— 8/1— 45] 

(4^^_4 )[^u-^-|-4/i-f 1 ] = [2^+4»— 2« ]i+4/--i— [8/1— 4$— 2 ] 

(^y+^)[y— >t+*«+* ]=:[4^+l— (2^— 4;î^2J^l]t^4;w-l— [8;ï— 45— 2 ] 
(4^-|-i)b—X'— 4/1+45+2] = [2^—4/1+25+1 ]«+4r-l— [8/î— 45— 2 ] 

(45'+l)[-7— X-— 4(/i— 5)+3] = [2^—4/1+25+1 ]i+4/w.i_[8/i— 45— 2 ] 

[So] (4y+l)[^-A— 4(/i-5)+3] = [2y-4/i+25+2 P+4r-l. 

Ainsi, étant donnée à résoudre en nombres entiers Téquation :i:*-[-a:-|-r=P.^; 
si , dans les conditions précitées la résolution est liée à la première partie du 
tableau I , cette résolution sera liée à la première ligne horizontale de la se- 
conde partie du même tableau. La transformation de Tégalité [S^] en [SJ, en [S,] 
a lieu en multipliant cette égalité , dans le premier cas par 2', dans le deuxième 
cas par 3*, les résultats sont après réductions : 

[SJ (^+i)[ 8J+5— 4A] = [ 8/1— 4J— 3p+2*(4r— 1 ), 

[SJ (4y+1 )[q— k —\ 2(n— 2*)— 8()t— 2)] = [2^—1 2/z+6î+5f -f3*(4/-— 0- 

On obtiendrait d'ailleurs, par des calculs analogues aux précédents, les éga- 
utes d|, o^y S|,*.. Oj|. 

CoNCLusioir. Étant donnée à résoudre , en nombres entiers , 1 équation 
•J^-f"' ^'"i"^=P'7'> OD a démontré, n*" 22 et 25, que la connaissance d'un 
système x^^ jr^^ solution de l'équation, aurait lieu en employant le tableau I, 

lorsque l'un des groupes P./w, (^H+^y(^^— ^) et P./w, Q»(4r— 1) vérifierait 

l'une des conditions que nous avons caractérisées par les mots lignes horizon- 
tales de ce même tableau ; l'exposé précédent prouve qu'il existe entre ces con- 
ditions une relation intime ; en d'autres termes la vérification faite pour une 
de ces lignes amène la vérification de toutes les autres, en établissant des 

modifications convenables dans la grandeur des nombres entiers /n, 2H -|- 1 
et /w, Q. 

Recherchons pour le tableau lY, n^ 19, les faits analogues à ceux que nous 
avons établis pour le tableau I ; cet exposé aura deux cas déterminés par les 
égalités [E.], [F.]. 

12 



90 ANALYSE INDÉTERBONÉE DU SECOND DEGRÉ. 

1 "" Cas. Examen de régalitë 

1*^ Supposons que Téquation possible donnée a^'\'X'^r=:P.jr vérifie la pre- 
mière ligne horizontale delà première partie du tableau lY; on a 6=0, et le 
nombre G ajouté à r devant donner un terme exactement divisible par Ar — 1 , 
on a G=3r — 1 et Tégalité [EJ prend la forme 

le premier membre de cette égalité doit être entier , par conséquent désignant 
par Wj, m^j une solution de l'équation possible (4r — i)w — P.w=1, le 
nombre u^y étant inférieur à P; les solutions générales de Téquation 
(4r — 1 )u—P . m=:3r—i sont ii=(3r—i X+PA,, m = (3r— 1 )/n,^4r— 1 >%,, 
et puisque la solution m doit vérifier Tégalité [E,] * on a 

ou [Q P.A^+(3r-lX=(Ro)»+1-Ro; 

2** Supposons que Téquation possible donnée x*-j-x-j-r=P.^ vérifie la 
seconde ligne horizontale de la première partie du tableau IV on a B=1 , 
G = 3r — 3 , et Tégalité [EJ prend la forme 

enfin les lettres u^ et m^ désignant les nombres entiers calculés dans le para- 
graphe précédent y le résultat est 

[/.] P.A.+(3r-3K=(R.r+i-R.; 



* Ù'est manifeste que la valeur convenable pour m est la solution m =(3r — i^tii -{-(ir — i)Ai, 
diminuée y s'il y a lieu» d'un multiple de P; une observation analogue est applicable aux valeurs 
de m relatives aux équations [E^], [£4] , etc., etc. 
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les raisonDements précédents répétés pour la troisième ligne horizontale donnent 

[4] PA.+ (3r-7)«.=(R.)'+1 -R., 

et généralement on aura pour \^ (^-h ^ Y^ iigpe horizontale de la première 
partie du tableau lY, 

[4] PA + [3r-/i(/z+1)-1]w,=(V + i~R.. 

On peut démontrer que la possibilité de résoudre, en nombres entiers, les 

égalités /, , 4, 4 4? est subordonnée à la possibilité de résoudre, en 

nombres entiers, Tégalité [4]. Soit en effet Tégalité exacte 

[4] PA,+(3r-lH = (Ro)'+1-Ro, 

les nombres Aq , ^ , R« étant entiers ; cette égalité , multipliée par le nombre 4 
donne 

4(V— ^«0+ A=02r— 4)a,+P. 4A,, 

ou, si l'on pose 2Ro — i=t^j on a 

(/o)'+3— (12r— 4>,=P.4A,; 

or, la condition (4r — ^)u^=^ -}-P. m^ donne 

(12r— 4X=3 + P.3/n, — w,; 

substituant dans Tégalité fonction de t et posant dmi^Uh^=z^ le résultat 
final est 

Soit , en second lieu , Tégalité exacte 

mulUplions par le nombre 4 , posons 2R,— 1 =f,, 3m,+4A,=:a„ le résultat 
final est 

[\] (/,)'+3'.«.=P.z.. 

L'égalité [Q donne l'égalité finale 
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et plus généralement Fégalité finale [Q donne Tégatité finale 

Il est évident que la possibilité de résoudre, en nombres entiers, les équa- 
tions Xj, \, \,... X,, est subordonnée à la possibilité de résoudre, dans les 
mêmes conditions, Téquation [\], le principe est donc démontré; il y a une 
relation directe entre les vérifications par les nombres P et r des diverses lignes 
horizontales de la première partie du tableau IV. 

2"^ Cas. Examen de Tégalité 



FF! P./ii+G _p, , (y + 



V Supposons que Féquation possible a:*-|-a:-|-r=:P.^ vérifie la première 
ligne horizontale de la seconde partie du tableau IV, on a alors Q=l , G=4r — 2, 
et régalité [FJ prend la forme 



le premier membre de cette égalité doit être entier, par conséquetit désignant 
par Ui , /n^ les nombres exprimés dans le cas précédent par ces mêmes lettres , 
les solutions générales de Féquation 

(4/- — 1)a— P-m = 4r— 2 

seront u = (4/- — 2)u^ -|- P. Aç , /w = (4r — • 2)m^ -^(Ur — 1 )^ ; et puisque la solu- 
tion m doit vérifier [FJ, on a 

jpzTi — (V+<- 

W P.A>+(4r-2M=:(ïO*+1. 

2** Supposons que Téquation possible a:*-|-^-|-r=P.^ vérifie la seconde 
ligne horizontale de la seconde partie du tableau IV, on a Q=2, G=4r — 5, 
et régalité [Fj prend la forme 

[F.1 ^"IV ^W+i; 
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OU, enfin, puisque P./Wj-j-l =(4r — 1^, on a 

3^ Les raisonnements précédents , répétés pour la troisième ligne horizon- 
tale de la seconde partie du tableau IV, donnent 

et généralement on aura pour la (/i-|-1)°'* ligne horizontale de la seconde 
partie du tableau lY : 

W P.A.+[4^-1-(/^+^)•]^.,=(R.)« + ^. 

On peut démontrer que les vérifications, en nombres entiers, des égalités 
^1, s^....s^ sont subordonnées à la vérification de Tégalité [s^] soit en effet 
régalité 

W P.A)+(4r-2>,=:(V+1, 

la condition (4r — 1)^ — P. m^=i prouve que Tégalité exacte précitée [i^^J peut 
prendre la forme (R«)'H-Wj=P(Ao4"'^i) ^" » ^^ ^'^^ P^^e ^oH"'^='5o, on a 

les égalités j, , j', . . . . j. transformées, puis simplifiées par les égalités ^ 4- m,=2, , 
hf -\~nhi=z, h^-\- m^=: z,f donnent les résultats suivants : 

W (ïg'+3».«.=p.a., 



W {Kf+in-\-iyu,=P.z,. 



"^L'adoption des lettres Aq, ^, ^ ... ^, Ro» Ri» Rf ... R^» ^q, Z], z^,,.z^ donne plus de régularité 
à la notation générale y mais il est manifeste que ces lettres représentent , dans les deux derniers 
cas, des nombres non égaux à ceux que ces mêmes lettres représentaient dans les deux premiers : 
cette remarque n'est pas applicable aux lettres Uiy mi, qaiy dans toute cette étude et si l'équation 
proposée reste la même y constituent une solution , en nombres entiers , de l'équation possible 
(4r — 1)« — P.i7i = l. 
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Le principe actuel est donc démontré, la possibilité de résoudre , en nombres 
entiers y Tégalité [^o] amène la possibilité de résoudre, dans les mêmes condi- 
tions , les égalités ^, , j, s^ mais en outre Texamen des égalités \), \ , \ \j 

ç^, Çj, ç, ç^, prouve que le principe doit recevoir une plus grande ex- 
tension ; la possibilité de vérifier toutes ces égalités, en nombres entiers, est 
manifestement subordonnée à la possibilité de vérifier l'égalité \; notre con- 
clusion sera donc, pour les deux cas actuels, analogue à celle qui termine Texposé 
relatif au tableau I. 

CoNCLusioir. Étant donnée à résoudre, en nombres entiers, Féquation 
x^-^x-^-r^zP.fj on a démontré n** 24 et 23, que la connaissance d'un sys- 
tème x^J /j, solution entière de Téquation proposée, aurait lieu par Tintermé- 

diaire du tableau IV, lorsque l'un des deux groupes /''j^. > > i _i ^^ 

'^_ . , ^ _ ■ vérifierait Tune des conditions posées par le même tableau, 

Texposé précédent prouve qu'il existe, entre toutes ces vérifications, un lien 
analogue à celui qui unit les conditions posées par le tableau I; en d'autres 
termes , la vérification faite sur l'une des lignes horizontales du tableau IV, 
amène la vérification de toutes les autres lignes du même tableau; remarquons 
d'ailleurs que les deux séries primitives génératrices des tableaux I et IV sont 
essentiellement distinctes et qu'aucune relation directe ne parait réunir les 
deux groupes de lignes horizontales précitées. 

Étudions actuellement les limites que l'on peut assigner aux essais à faire par 
l'emploi des tableaux I et IV, dans la recherche des solutions entières de l'équa- 
tion a;*-[-a:-|-r=P.^. 

1*^ Cas. Limite relative au tableau I : conservant l'hypothèse P=4^-|-1, on 
a les égalités déjà indiquées 

[L,] (4y+i)[^?=i + 3(2ô-./iH-2(2-K)J = [3(2/i-S)-(y+2)]«+9r-2-[3(2/i— SM^+Î)] 
[So] (%H-1 ) b— A— 4(71— S)-f 3 ] = [2^—2(2/1— «)+2]«+47^1 . 
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Si la résolution, en nombres entiers, de Féquation a:*-|-x-|-r=P,^est pos- 
sible par remploi du tableau I , le nombre r étant positif et inférieur à P ; l'éga- 
lité (Lo) est évidemment satisfaite et par conséquent il existe un nombre entier 

— \-n inférieur à ç'-j-l qui est une solution entière applicable à^, par suite 

la limite supérieure du nombre n, est 3f ^^j et le nombre q — k représente un 

premier maximum des essais exigés pour la résolution de l'équation proposée ; 
or la démonstration suivante prouve que ce nombre q — k est trop élevé, et doit 

faire place au nombre ^v*"» cette recherche un peu longue sera divisée en 

plusieurs paragraphes (a), (A), (c), (d)^ (e) *. 

(a) La résolution, en nombres entiers, de Féquation j:*-|-j;-|-r=P./ étant 
possible par l'emploi du tableau I ou Tégalité [L^] étant satisfaite , on n'altère 
pas le nombre qui exprime le maximum d'essais à faire en admettant l'hypo- 
thèse K = ; alors les égalités [L^], [L,], [^q] deviennent 

[W (4V+i)[j + /t J = [ 9+2/1-5 ]«+r- [9+2,1-0 ] 

ULO {*q+i )[^|+ acao-TiH-*"] = [3(2n-S)-(9+2)]»+9r-2-[3(2«-3)-(y+2)] 

m 

[oSo] (49+i)[9 — 4{/i-S)+3] =[29_2(2« — 8) + 2]«+4r-4. 

(b) Supposons que la plus faible valeur entière convenable pour j- soit supé- 
rieure à |, cette valeur est représentée dans l'égalité ^I^ par l'expression | -|- ^ t 

ainsi dans les recherches dont le but est la vérification de cette égalité , nous 
admettons Pinutilité des essais faits en substituant à /i la suite naturelle des 

nombres entiers — j — ( j — V "^ (I "^ '^) 0, 1 , 2 , 3 | ; la continuation 



* La comparaison de cette limite avec celle qui a été assignée pour Téquation ^ + /•=?./, 

donne lieu à une remarque ; on a constaté précédemment, i" que l'équation «■+« + /•=?. ^ 

p 
peut toujours être transformée en une autre a:*+ r= P.^, et que le nombre r^ + 3 repré- 
sente le maximum d'essais exiges pour la résolution de cette dernière équation ; la transformation 
précitée est donc toujours avantageuse , et l'étude de la nouvelle limite indiquée dans le texte 
est purement théorique. 
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des essais serait donc indispensable; la lettre n étant remplacée par les 
nombres entiers t-|-^>t + 2....~, examinons les circonstances que présente- 
ront ces opérations ; le nombre r est positif et est inférieur à 4^-^1 , donc le 
nombre r — (q-^-in — J) second terme du second membre de Pégalité [oL^] satis- 
faite y est positif ou est négatif : dans les conditions actuelles , ce terme , s'il est 
positif, est inférieur à 4^ -|- 1 ; s'il est négatif , il a une valeur absolue non 
supérieure à 2^; de là on déduit les trois faits suivants : l'' Si du produit 

(4^-|-1)f|-|-7ij, on retranche le carré (y + 2/i)', le reste négatif a une valeur 
absolue (M — f"^'*) > ^®^*^ valeur qui croît avec n est manifestement supé- 
rieure à 2q, donc le nombre J est positif; 2^ si du produit (4y-|-1)(| -[" '*) ^^ 

retranche le carré (y -["'*)% '® reste est positif et est n(2q'^^n)'\-j^n^ et, 

dans les conditions précitées , ce reste est supérieur à 4^ -}- 1 , donc le nombre 
positif 8 est inférieur à n ; 3^ les nouveaux essais successifs faits pour; .vérifier 
l'égalité qI^ auraient lieu par les extractions des racines carrées des divers pro- 
duits (45^-1- ^)(| "h ^) obtenus en substituant à n les nombres entiers 7 -|- 1 » 

|-|-2....-j; or, les racines carrées croîtront en général d'une unité et Ton 

peut affirmer que pendant une partie notable d'essais successifs , si l'on consi- 
dère la différence entre le nombre constant r et la racine inhérente à chaque 
essai, le signe de cette différence sera invariable, et par suite on doit, pendant 
cette permanence de signe ; maintenir le mode d'extraction , soit par excès , 
soit par défaut , suivi jusqu'alors dans l'extraction des racines carrées. 

(c) Parmi les nouveaux essais qui doivent amener la vérification de T égalité 

[JU] (4^+1)g+„)=(y+2«-&)'+r-(^4.2n~^), 

si on note deux essais consécutifs, si on désigne par N et N', A et A', ^-|-2N — A 
et 5'-j-2N' — a', les deux systèmes particuliers correspondants au système gé- 
néral rij 8, ^-|-2/i— •^; et si on extrait les racines carrées des produits 

(«y+<)(i + N) et (4y + <)(|+N'); 
en admettant, pour fixer les idées, que chaque racine carrée entière soit maxi- 
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mum, le mode d'extraction ayant lieu par défaut^ on peut constater l'exac- 
titude des égalités suivantes : 

[A] (4^ + 1)(HN')=(^+<)(î + N)+4y+1, 

y +2N'-|-A'=y +2N-I- A4- 1 , 

N'— A'=N--A, 

# 

la première égalité est évidente; les limites du nombre n sont 7 et -^, donc le 

produit général (4^+0 (4"!"'*) ^^ inférieur à 4^-|-y, donc les racines car- 
rées de tous les produits représentés par ce produit général ne sont pas supé- 
rieures à 2^; et par suite lorsque le nombre général n augmentera d'une unité, 

c'est-à-dire lorsque le produit (45^4" (1"!"'^) croîtra du nomb:e 4^4"^> '^ 

racine carrée du nouveau produit sera, dans les conditions précitées, supé- 
rieure d'une unité à la racine immédiatement précédente, ce qui constate l'exac- 
titude des deux dernières égalités du groupe [A]; la conclusion indiquée serait 
encore celle que présente le raisonnement qui précède, si le mode d'extraction 
par défaut, mode adopté ci-dessus comme exemple, était remplacé par le mode 
également invariable d'extraction par excès; mais la conclusion éprouve quelque 
modification, lorsque après un certain nombre d'essais , la différence entre le 
nombre constant r et les diverses racines présentant jusqu'alors le signe positif, 
les accroissements successifs apportés aux racines amèneront la différence pré- 
citée à l'état négatif; il est évident que dans cette nouvelle condition le mode 

d'extraction de la racine carrée du produit (4^-|-1) (t^-'*) > mode qui avait 

lieu jusqu'alors par défaut, devra à cet instant faire place au mode d'extraction 
par excès ; remarquons aussi que le signe de la racine carrée étant arbitraire , 
on doit, d'une manière plus générale, concevoir le mode de changement dans 
l'extraction, c'est-à-dire étudier l'influence de ces variations, rares, il est vrai, 
mais quelquefois nécessaires; or, dans ces circonstances, la première des éga- 
lités [Â] est encore exacte, la seconde égalité prend l'une des formes 

y^2N' — A'=y-f2N— .A, 5r+2N'— A' = y-f 2N~A-f 2, 

et par suite la troisième égalité présente l'un des deux états correspondants 
N' — a' = N — A — 1, N' — a'=N — A-f-<» nous pouvons donc établir le fait 

13 
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suivant qui est le point fondamental de la démonstration qui nous occupe. 
Étant donnée à résoudre , en nombres entiers et dans les conditions indiquées 
réquation j:*-|-j;-^/'=P.^, 1^ si cette équation est résoluble par l'intermé- 
diaire du tableau I , en d'autres termes si la vérification de l'égalité ^L^ est cer- 
taine, les limites du nombre n étant — ? et -(--^; 2* si les remplacements suc- 
cessifs de n par les nombres entiers 

-ï-(ï-'')-(!-2)v...0,1,2,3.V...|. 

n'ont pas amené cette vérification , on est alors assuré que dans les essais à 
faire en substituant les nombres (f-f-O (|4"2) •••• "T? l'accroissement du 

nombre n amènerait celui du nombre ^, et vice versa; de telle sorte que le 
nombre n — î, 'partie constituante de la racine carrée (5r-|-2/^ — J), est en 
général stationnaire et oscille d'une unité, soit en plus soit eu moins dans les 
circonstances assez rares qui exigent le changement du mode d^extraction de la 

racine carrée du produit (Ag^-f-l ) (i"f*'*) î ^^ P®^^ donc enfin affirmer, 1® que 
si la lettre/? désigne la valeur de n^ qui, après les essais 

/ï=j-|-1, /^=|-|-2,..../^=/? — 1, 

amène la vérification de l'égalité ^U; 2* que si les nombres N — A et N' — a' dési- 
gnent les systèmes relatifs à /i*— -^ correspondants aux valeurs n=j^ ^^=P9 la 
différence entre les deux nombres N' — a' et N — A sera bien inférieure au 
nombre même des essais, c'est-à-dire au nombre/? — |. 

(d) Les essais qui doivent amener la vérification certaine de l'égalité [oL^] pré- 
sentent deux séries distinctes selon que le nombre n a pour limites — j et -f-f » 

ou -|-| et -j ; or, si la première série de tentatives a été infructueuse, on devra 
alors supprimer tout essai sur l'égalité [^1^] ; à cette égalité substituer 

f.l,l(4^+1)[j+3(2J-n)+4] = [3(2«-*)-.(y-|-2)P+9r-2 

_[3(2n-^)-(y-[-2)], 
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et la vérification de cette dernière aura lieu en général pour une valeur du fac- 
teur de 4^^+^ J c'est-à-dire pour une valeur de j-|-3(25 — ^)+4, inférieure à | ; 

la seule condition nécessaire est alors caractérisée par Tinégalité ^ <C ôH"^* ^^ 

cette condition sera en général remplie, puisque dans l'ensemble des essais le 
nombre 8 est limité par les termes et n (paragraphe &); en effet, de l'inégalité 

^< |-[-^, on déduit 3(2Î — n) < |, et l'examen de l'égalité [jL^] montre que, 

dans ces conditions, une solution de l'équation ^-|-a:-|-r=P.^est donnée 
en soumettant les termes connus de cette équation aux essais indiqués pour 

l'égalité [LJ, la limite du nombre n étant | -|- 3. 

(e) L'équation proposée a:*-|-x-|-r=P.^, étant toujours soumise aux lois 
primitives indiquées, admettons l'inutilité des essais caractérisés, soit par l'éga- 
lité [JL^j soit par l'égalité [jLj ; le facteur de 4^ -|- 1 , c'est-à-dire le nombre 

j«-|-/z, étant dans chacune de ces suites de tentatives limité parle nombre |, le 

paragraphe précédent prouve que, dans ces conditions, le nombre è n'est pas 

inférieur ^ 3 H* ^9 on peut alors affirmer qu'une solution de l'équation proposée 

sera donnée par l'égalité 

[A] (4y + <)[y-4(«-*)+3]=[2y-2(2«-*)+2]«+4r-1; 

admettons l'hypothèse ^ = ^-|"^ ^^ recherchons le résultat que donne cette 
hypothèse introduite dans l'égalité [,L^] ; de ^= ^-|-^ on déduit 

et si du produit (Aq -j- 1 )(| -\-n\ on retranche le carré f-^ + y) 1® *'*8t« ^^ 
cette soustraction ^t ^^^ +- g H"^ f4~|'*>" ® ^^^ l'égalité 
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égalité de laquelle on déduit 



9y + 20 db v/l28y' + lOSOy + 400 — 576/- 

n — . 

Le nombre n doit être supérieur à j, donc le radical positif est seul admis- 
sible et la valeur de n peut être représentée, Terreur étant de quelques unités, 
par l'expression n=i ^ ' . "^ ^ ' ou/i = ~^, de cette dernière valeur 

assignée à /i, de la valeur 5+^ assignée à ^9 on déduit n — 4=--^ ou 

il a 

A(n — ^)= -T~-, si actuellement on reprend Tégalité 

[A] (4y + 1)[y-4(/i-J)+3] = [2^-2(2n-J)+2]'+4r- i , 

on reconnaît que dans cette égalité le facteur^ — 4(n — ^)-|"3> appartenant au 

premier membre, est inférieur à |; examinons actuellement Tétat que prendra 

ce même fecteur lorsque le nombre ^ reçoit les accroissements nécessaires pour 
amener la vérification certaine de l'égalité JL^; on a démontré, paragraphe (d), 
que dans cette circonstance, la valeur n — 8 était sensiblement stationnaire, 
oscillait d'une unité, soit en plus soit en moins, lorsque Ton faisait varier le 

mode d'extraction de la racine carrée du produit (Aç'-f- 1 )(? + /») » or, en ad- 
mettant même un état très-défavorable, en admettant, par exemple, que la 
diminution constante et successive (Tune unité dans la valeur de n^—8 corres- 
ponde à toute augmentation de deua: unités dans la valeur attribuée à /i, la 
variation ascensionnelle de cette dernière lettre ayant lieu , dans les conditions 

actuelles , depuis -^ jusqu'à -j^, le nombre {(-j — '^) = tI exprimerait toute 

la diminution subie par la valeur primitive -j^ indiquée ci-dessus pour le 
nombre n — &, la valeur finale minimum de cette dernière expression serait 
donc ^~ ^ =11 î de là on déduira A(n — ^)=: ~, et le facteur q — 4(/i^-4)-[-3, 

soumis à l'examen est encore inférieur à | ; le principe général posé précé- 
demment est donc démontré ; étant donnée à résoudre , en nombres entiers , 
l'équation a:"-|-j:-|-r=P.^, la résolution de cette équation étant possible par 
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riDtennédiairc du tableau I, Temploi des^ égalités [qL^], [^LJ, [qSJ limite le 

Q P 

nombre des essais, et cette limite est | = g-. 

2* Ch&. Limite relative au tableau IV, si la résolution de Téquation 
j:*-|-j;-|- /•=;?./• est possible par l'intermédiaire du tableau IV: 1** la pre- 
mière partie d'essais liés à ce tableau doit vérifier Tégalité 



P.A,+(3r_1)«.= (V+1_R„ 
égalité qui peut être remplacée par 

2^ La seconde suite d'essais liés au même tableau doit vérifier l'égalité 
N P.A.+(4r-2)«.=(R,)'-|-1 , 

égalité qui peut être remplacée par 

Il est donc évident que dans le cas actuel , le nombre d'essais qui indiquera la 
possibilité de résoudre l'équation sera celui qui a été donné n"^ 41 pour l'équa- 
tion j;*-j-r = P./*. 



* La conclusion relative au premier cas de ces limites peut laisser dans l'esprit quelque incer- 

titude due à l'erreur volontaire dans la valeur approximative et par défaut -~ , attribuée au 

radical de la valeur de n ; or, remarquons que l'inégalité r ^ 1 montre que le nombre placé sous 
le radical précité est inférieur à M%<f -\' \(SWq ^ la racine carrée de ce nombre est limitée par 

\\q ei\^q\ donc le nombre n est limité par ~^ ^^ 7^9 ^^ ^^^^ présente le résultat final donné 

par la limite ^, et on peut reconnaître que l'emploi de la seconde limite -^ amènerait un second 

résultat analogue au premier. 

Si toute l'étude actuelle avait un caractère pratique , on pourrait diminuer la longueur des 
essais par un déplacement convenable des termes qui constituent les égalités : l"* [^] , \l^t [jq] liées 
au tableau I; 2^ [ol^]» \^ln\ 9 [oSJ liées au tableau IV, ce déplacement serait analogue à celui 
que présente le n" 47; les égalités précitées et transformées présenteraient : 1*^ un premier 
' membre P. H — F(r) ; 2® un second membre ayant l'une des formes R(R — i), K*, les nombres 
R et K étant entiers : cet aperçu pratique est suffisant et peut d'ailleurs être complété par celui 
qui veut approfondir cette étude. 
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SO* Reprenons actuellement T^quation primitive , indiquée n"* 2. 

Étant donnée à résoudre en nombres entiers Téquation 

[A] aX*+*X + c = KY, 

nous avons indiqué la relation qui existe entre cette équation et Téquation 
j*^qx^r. = P.j^i nous ajouterons une seule remarque, Tégalité X = - 
transforme T équation proposée, et le résultat est 

[B] a?'\-bx'^aC'=a.K.Y; 

admettons que le nombre P soit le plus grand facteur premier absolu contenu 
dans le produit a.K, et posons a.K = P.H, Tégalité H.Y=/ transforme 
réquation [B], et le résultat est ^-|-éa:-[-ac"=P. j; enfin le changement, si 
cette opération est nécessaire, de quelques unités dans la valeur de Finconnue^ 
transforme le terme connu ac en un autre r qui est positif et qui est infé- 
rieur à P, on doit donc finalement résoudre en nombres entiers Téquation 
,r^~l^bx-\-r = P./^ si les systèmes applicables à cette équation sont x^y y^\ 
.r,, j,; ^tiXti etc. 1® On recherchera parmi les valeurs de x celles qui sont des 
multiples exacts du nombre H ; et remarquons bien que chacune de ces recher- 
ches est limitée; en effet, Téquation primitive proposée [A] doit présenter une 

valeur de X inférieur au nombre ^9 ^t si l'on admet, ce qui est permis ^ que le 

nombre c est positif et est inférieur au nombre K, cette équation [A] doit 

avoir une solution de Y inférieure au nombre J* -j- 1 . 

« 
51. Les divers principes établis dans toute cette partie de notre traité don- 
nent les moyens de résoudre en nombres entiers toute équation dont la forme 
est a:c"-|-A.a:-j-c = P.7'; ces principes peuvent être simplifiés, ou du moins 
modifiés par quelques considérations, lorsque Ton descend à des cas particu- 
liers : certains états numériques des nombres a, &, c, donnent lieu à des recher- 
t^hes qui ont leur intérêt; nous relaterons plusieurs faits qui nous seront utiles 
dans la suite. 
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Équation. x* -[-•^ + * = P*7"- 

Lemhe. Si le nombre P est pair, la résolution en nombres entiers de Téqua- 
tion proposée est impossible; ce lemme est réellement un axiome, le produit 
a^x-^i) est entier et pair, donc le nombre a?-\-X'\'i est impair. 

Lebime. Le produit P.^, c*est-à-dire le nombre entier qui constitue le second 
membre de Téquation j:'-["'^"f"^ =P'7'> "^ peut présenter la forme 35'-f"2; 
en effet, le produit x(x^i)j le nombre x entier, est représenté*par Tune des 
formes 3q et 3y-["2, donc le nombre a;*-|-x-f-1 est représenté par Tune 
des formes 3y-|-1, 3(y-|-1). 

Lkmme. Le chiffre des unités du nombre af-\~x^i est 1, 3, 7. 

Leume. Si le chiffre des unités du nombre P est 5, la résolution en nombres 
entiers de Féquation proposée est impossible , aucun nombre multiplié par P 
ne peut alors donner un produit dont le chiffre des unités soit 1 , 3 ou 7. 

Théorème. Si le nombre P j)remier absolu est représenté par la forme 3^-{-1 , 
la résolution en nombres entiers de Téquation proposée est toujours possible. 
Désignons par a un nombre entier inférieur à P et tel que dans la série a', a*, 
â*.... a" le nombre a" soit le premier terme qui, divisé par P, donne le 
reste 1 *, on aura Tégalité 

eà—i =V.jr ou (a— 1)(a«+a-f 1)=P.7; 

ou , enfin , a'-[-a-|-1 =±P.h , 

égalité qui démontre le principe énoncé. 

THEORàME. Si le nombre P premier absolu est représenté par la forme 3Q-f-2, 
que l'on peut écrire 6^ — ^ 1 , la résolution proposée est impossible ; soit , en 
effet, un nombre a qui vérifie Tégalité 

[B] ^+a + i=P.7, 

le nombre ^ étant entier, on peut admettre Inexactitude de l'inégalité a < P ; 

* Ce choix est possible, le nombre P étant un multiple de 3 (quatrième partie, n*" 115) 
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or l'égalité [B] peut prendre la forme 

[C] a(a+1) = P.^— 1, 

ou la forme 

[D] (a + 1)' = P.7+a; 

or, si le nombre R désigne une racine primitive * de P, on peut considérer le 
nombre a-|-1 comme étant un des restes obtenus en divisant par P les termes 
delà série R% R*, R*, R*...., R"*...., R'""*; admettons l'exactitude de l'égalité 

R"* R*" 

reste de — =a-[-1, on a par suite reste -^ = (a-|-1)?, ou à cause de[D] 
reste -^ =a, et par conséquent reste de -^ =:a(a-j- 1), ou en tenant compte 

f>8m R^^ 

de [C] reste de -p- = P — 1 , ou enfin, reste — = 1 ; conclusion inadmissible, 
puisque le nombre R est une racine primitive de P avec la condition P=6^ — 1 . 

Ck)ROLLÀiRE. Si le nombre P entier quelconque contient un facteur premier 
dont la forme est 3Q -|-29 c'est-à-dire dont la forme est 6q — 1 , la résolution 
en nombres entiers de l'équation j;'-|-a:-|-1 =P.^est impossible. Admettons, 
en effet, l'exactitude de l'égalité câ-\-a-^i=V.h^ les nombres a et A étant 
entiers, cette égalité peut, dans les conditions indiquées, prendre la forme 
a"-|-a-|-1 =(3^-[-2)^A; or, le théorème précédent prouve que cette dernière 
égalité est inadmissible. 

1" Observation. On peut, sans augmenter le nombre des exemples numé- 
riques placés à la fin de ce traité , vérifier l'exactitude des deux théorèmes pré- 
cédents : l'équation X*-[-31X-|-241=P.Y, est, par l'hypothèse X = x — 15, 
transformée en celte autre r*-|-^-h^ =P-y; ov, le théorème qui précède 
prouve l'impossibilité de résoudre en nombres entiers cette dernière équation 
lorsque le nombre P premier absolu est représenté par la formule 3Q -j- 2 ; la 
même impossibilité a donc lieu pour l'équation X*-|-31X-}-2A1 ==P.Y; or, si 
l'on examine la série d'exemples numériques qui terminent ce traité, on recon- 
naît que toutes les équations impossibles X'-f-31X-{-241 =P.Y vérifient l'éga- 
lité P=3Q-|- 2. 



Tout nombre premier a des racines primitives (quatrième partie, n^ 115). 
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2" Observatiou. Si l'on pose 2x-[-1 =w, 4^=/, l'ëqualion a:'-|-^+1 =P.7 
prend la forme tt"-|-3 = P.^, les deux théorèmes précédents sont donc appli- 
cables à cette dernière équation , le nombre u pouvant toujt)urs être à Tétat 
impair, les théorèmes précités constatent , 1"" la possibilité , 2*" Timpossibilité de 
résoudre en nombres entiers Téquation u*-j-3 = P. ^, selon que le nombre P 
a la forme, V 3Q-|-1, 2® 3Q-|-2; en d'autres termes ces théorèmes constatent 
l'état du nombre — 3 comme étant, 1" reste , 2** non-preste d'un carré exact 
entier «*, divisé par le nombre P, selon que ce dernier nombre a la forme , 
r 35r-f-i, 2^3y + 2. 

Nous démontrerons ci-après (équation ^-["-^ — ^ =P'>^> transformée en 
l'équation a" — 5=P. ^) les deux faits suivants: 

V Selon qu'un nombre m est reste ou est non-reste d'un carré exact entier lâ 
divisé par un nombre premier P, le nombre entier— -m est dans le même ordre 
reste ou non-reste d'un carré exact entier {u^j pourvu que le nombre premier P, 
soumis d'ailleurs aux conditions premières exigées , présente la forme 4^ -f- 1 ; 

2^ Selon qu'un nombre m est reste ou est non-reste d'un carré exact entier if 
divisé par P, nombre premier absolu^ le nombre —m est dans l'ordre inverse, 
c'est-à-dire est non-reste ou est reste d'un autre carré exact entier (u^y divisé 
par P^ pourvu que le nombre P, soumis d'ailleurs aux conditions premières exi- 
gées, présente la forme 4^ -|- 3; si à ces deux principes, dont nous donnons 
par anticipation les énoncés , on unit ceux qui ont été indiqués dans les théo- 
rèmes précités , on a le résumé suivant : 

1* Le nombre -|-3 est reste d'un carré exact entier divisé par P; en d'autres 
termes l'équation if — 3 = P. ^ est résoluble en nombres entiers si le nombre P 
premier a simultanément les formes 3y -f- ^ ' ^ H^ ^ » c'est-à-dire si ce nombre 
a la forme 1 2^ -|- 1 ; 

2** Le nombre -|-3 est non-reste de u*, ou l'équation if — 3 = P. ^ est non 
résoluble en nombres entiet*s lorsque le nombre P a simultanément les formes 
3çr-[-2, 4y-|-1, c'est-à-dire a la forme 12^+5; 

3** lie nombre -(-3 est non-reste de if ou l'équation w" — 3=P.^ est non 
résoluble en nombres entiers si le nombre P a simultanément les formes 3^-|-1 , 
4y-j-3, c'est-à-dire si ce nombre a la forme \2q-\'l\ 

4" Le nombre-|-3 est reste de «* ou l'équation if — 3 = P. ^est résoluble en 
nombres entiers si le nombre P a simuhanément les formes 34/ -|- 2, 4^ -{-3, 
c'est-à-dire si ce nombre a la forme 1 2^ -j- 11 • 

14 



i06 ANALYSE INDÉTERMINÉE DU SEœND DEGRÉ. 

Équation. ar* -j- :r — j z= P.^. 

TEnÉOBÈAiE. Si le nombre P est pair, la résolutioD eu nombres entiers de 
réquation proposée est impossible; en effet , le nombre x(x--\-i) est pair^ 
donc le nombre a^-^-x — 1 est impair. 

Théorème. Le produit P.^" ne peut être représenté par 3A; en effet, le nom- 
bre j:(x-|-1) présente l'une des formes Si', 3i^-["2; donc le nombre j:*-!"*^ — ^ 
a Tune des formes 3V+2, 3V+1 . 

Théorème. Le chiffre des unités du nombre a^^x — 1 est 1, 5 ou 9. 

Lemmb. Si on a entre des nombres entiers Tégalité H(H — 1)=P.V, 1** les 
facteurs P et V sont inégaux ; 2^ le plus faible de ces deux facteurs est inférieur 
au nombre H — 1 ; 3® si on diminue chacun des nombres H et H — 1 du plus 
faible des deux facteurs P et V, de V par exemple, la nouvelle égalité sera diffé- 
rente, mais conservera et le facteur Y et la forme de Tégalité précédente; un 
simple calcul démontre la vérité de ces propositions. 

Théorème. Si le nombre P contient le facteur 5', la résolution en nombres 
entiers de Téquation proposée a^-^-x — 4=P.^ est impossible. Nous démon- 
trons qu un nombre entier multiple de 5' ne peut être représenté par la 
forme a{a — 1) — 1 ; admettons l'exactitude de Thypothèse problématique, on 
aurait alors, en désignant par Â.5 un nombre entier dont 5 est le chiffre <les 
unités , 5(A5) =a{a — ^ 1 ) -r- 1 ; oette forme 5{À5) est , dans les conditions éta- 
blies , seule admissible, puisque le nombre a(a — 1 ) — 1 est impair, diminuons 
de 5 unités chacun des nombres a — i et a, on a, lemme précédent, 

5.X=(a — 5)(« — 1 — 5) — 1 ou 5.X = [fl(a— 1)— 1] — iO(a — 3). 

Ainsi le facteur nouveau X doit être le facteur A5 diminué d'un nombre 
exact de dizaines , on aura donc , en rappelant le lemme qui précède , 
5(^^^5)=a^(a^ — 1) — 1 ; une diminution pareille réalisée un certain nombre de 
fois, donnera au premier membre l'une des formes 5.15, 5.25, etc., le second 
membre conservait la forme M(M— «1 ) — 1 ; or, le fait démontre que cette der- 
nière circonstance est inadmissible , on ne peut donc pas vérifier cette égalité 
a^-^-x — 1=5.A5, puisque le changement de signe de x donnerait l'égalité 
x(.T_1)_1=5(B.5). 
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^ Lemme. Si on a entre des nombres entiers Tégalîtë 
[Q] H(H-1)-1=P.V, 

si le chiffre des unités de Tun des facteurs P ou V étant 5, celui de l'autre fac- 
teur est 3 ou 7, conditions qui donnent à Tégalité [Q] Tune des quatre formes 
suivantes : 

[1] (C8)(C7)-i=(A7)(B5), 

[2] (C8)(C7)-i=(A3)(B5), 

[3] (C3)(C2)-1=(A7)(B5), 

[4] (C3)(C2)— 1 =(A3)(B5). 

On peut toujours admettre que le plus grand des deux facteurs qui consti- 
tuent le second membre est celui dont le chiffre des unités est 5 ; si cette cir- 
constance n'a pas lieu , la réalité des égalités admises amène nécessairement 
des égalités de même forme dans lesquelles la condition précitée est vérifiée^. 
Choisissons d'abord les égalités [1] et [3], et admettons l'exactitude de l'inéga- 
lité A7>B5 ; de cette inégalité on déduit, lemme précédent, B5<C7 et B5<C2; 
on peut enlever un certain nombre d'unités au facteur A7 des seconds mem- 
bres , et conserver aux égalités nouvelles la forme des égalités [1 ] et [3] , de 
chacun des nombres C8 et C7 d'une part^ C3 et C2 de l'autre; retranchons un 
multiple impair ou pair de B5, et remarquons que cette soustraction arithmé- 
tique est admissible tant que le facteur B5 conserve son état d'infériorité , rela- 
tivement au facteur A7 ; or, passons immédiatement à la limite, le multiple que 
l'on doit retrancher est impair ou est pair. 

1"' Cas. Diminution de B5(2n-|-1), et recherche des modifications subies 
par les divers membres des égalités [1] et [3]. 

* L'énoncé du lemme actuel serait peut-être plus logique dans les phrases suivantes : « Si on 
a entre des nombres entiers, Tégalité 

m H(H— i)=p.., 

et si le chiffre des unités de l'un des facteurs P ou p étant 5 , celui de l'autre facteur pouvait être 
3 ou 7, conditions qui, etc., etc., on pourrait toujours admettre que, etc., etc.... » Constatons 
en effet, a priori que les égalités [i] , [2], [3], [4], sont des hypothèses essentiellement problé- 
matiques , et même le mot fictives serait plus exact ; hypothèses qui amènent le lemme actuel , 
mais hypothèses dont l'inexactitude est ensuite prouvée par le théorème qui suit le lemme actuel: 



«< 
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V Les premiers membres prennent les formes (Q3) (Ci2) — 1 , (C,8)(C,7) — 1 ; 
2"* Les seconds membres de [1 ] et [3] doivent être diminues : 

Celui de [1] de B5(2/i+1)M0=(B5)(D0), 

Celui de [3] de B5(2/i+1 )M,0=(B5)(D,0); 

or, cette diminution ne présente que des dizaines , par conséquent le facteur 
qui remplacera le facteur A7 aura le nombre 7 comme chiffre des unités, et les 
égalités [1] et [3] transformées deviennent 

[4] (Q3)((;2)-1=(AJ)(B5), 

[3] (C.8)(C7)-1=(A,7)(B5). 

Ces nouvelles égalités réaliseront les hypothèses AJ < B5, A,7 < B5. 

2* Cas. Diminution de B5{2n)^ et recherche des modifications subies par les 
divers membres des égalités [1] et [3]. 

V Les premiers membres prennent les formes (Cj8)(Ci7) — 1, (C,3)(C,2) — 1; 
2" Les seconds membres de [1 ] et [3] doivent être diminués : 

Celui de [1 ] de B5(2/i)K 5 = (B5)(N 0), 

Celui de [3] de B5(2/i)K,5 =(B5)(N,0); 

Or, cette quantité à diminuer ne présente que des dizaines; par conséquent, 
le facteur qui remplacera le facteur A7 aura le nombre 7 comme chiffre des 
unités , et les égalités [1 ] et [3] deviennent 

[i] (C.8)(C.7)-1=(A,7)(B5), 

[3] (C^)(C.2)-'I=(AJ)(B5). 

Ces nouvelles égalités réaliseront les hypothèses A,7 < B5, AJ < B5. 

Si on employait les égalités primitives [2] et [4] , en admettant Texactitude de 
rinégalité A3 ^ B5 ^ un raisonnement semblable au précédent démontrerait 
que si la réalisation de Thypothèse contraire, c'est-à-dire de Tinégalité A3<B5 
exige 1^ la diminution d'un multiple impair de B5 ; les égalités primitives [2] et 
"4] transformées seront^ 

[2] (C;3)(C,2) — 1=(A.3)(B5), 

[41 (e.8)((;7)— 1 =(A^)(B5); 
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2^ la diminution d'un multiple pair de B5, les égalités primitives transformées, 
seront , 

[2] (C.8)(C.7)-1=(A^)(B5), 

[A] (C^)(C.2)-1=(A»3)(B5). 

Les égalités [1 ] , [2] ^ [3] , [4] se présenteront fréquemment dans la démon- 
stration du théorème qui suit, et alors, 1^ si Ton a A7 <[ B5 et A3 <C BS, ou si 
la réalisation de ces inégalités demande la diminution d'un multiple pair de B5, 
les égalités primitives conserveront leurs formes ; 2^ si Ton a A7 > B5 et 
A3 > B5, et si la réalisation des inégalités inverses demande la diminution d'un 
multiple impair de B5, les égalités [1] et [2] seront remplacées par les égalités 
[3] et [4] et ifice i^ersa. 

Théorème. Étant donnée à résoudre en nombres entiers, T équation 
a?'\~x — 1 = P .j^, si le nombre P contient un facteur dont le chiflre des unités 
est 3 ou 7, la résolution proposée est impossible ; les combinaisons des facteurs 
cités avec les facteurs admissibles sont au nombre de 3. Rappelons que le 
chifïre des unités du nombre a^^x — 1 est 1 , 5, 9 ; on peut avoir 

1^ Combinaison du facteur A7 ou du facteur A3 avec le facteur B5, c'est-à-dire 

a?J^x—\— (A7) (B5) ou x* + x — I = ( A3)(B5) ; 

2'' Combinaison du facteur A7 avec le facteur B7 ou du facteur A3 avec le 
facteur B3 , c'est-à-dire 

x« + a: — 1=(A7)(B7) ou x'+x — 1=(A3)(B3); 

3*" Combinaison du facteur A7 avec le facteur B3 , c'est-à-dire 

o^-f-x— 1=(A7)(B3). 

Nous démontrons que l'admission soit de la première , soit de la seconde 
combinaison amène l'admission de la troisième , et que cette dernière est inad- 
missible. 
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< " CoMBmAisow. 4:»+a — 1 = (A7)(B5), a;*+a: — i=(A3)(B5);elle donne 
quatre égalités 

[1] (C8)(C7)-1=(A7)(B5), 

[2] (C8)(C7)-1 =(A3)(B5), 

[3] (C3)(C2)-1=(A7)(B5), 

[4] (C3)(C2)— 1=(A3)(B5). 

On a d'ailleurs les inëgalitës A7 ^C B5, Ad << B5 : les inëgalités inverses amè- 
neraient seulement des permutations dans les quatre égalités ; il suffira donc de 
démontrer l'exactitude des transformations dans les conditions précitées : choi- 
sissons les égalités 

[1] (C8)(C7)-1=(A7)(B5), 

[3] (C3)(C2)-1=(A7)(B5). 

Une première diminution du plus faible facteur A7 transforme ces égalités et 
donne (Qi)(QO)— i=(A7)(B7) et(Q6)(C,5)— 1=(A7)(B7); une seconde dirai- 
nution faite, par exemple, sur le facteur (A7), donne (C,4)(C,3) — 1 =(A7}(B,3 , 
et (C,9)(C,8) — 1 ==(A7)(Bi3). Des transformations analogues auront lieu pour 
les égalités [2] et [4] , et Tensemble prouve que la première combinaison exige 
l'admission de la troisième. 

2' Combinaison. a;*-|-x — 1 =(A7)(B7), j:*-f^—1=(A3)(B3); elle donne 
huit égalités divisées en deux parties. 

TPartie. (C0)(C9)— 1 =CA7)(B7), (Ci)(CO)— 1 =(A7)(B7), 

(C5)(C4) — 1 =(A7)(B7), (C6)(C5) — 1 =(A7)(B7). 

IMPARTIE. (C0)(C9) — 1=(A3)(B3), (C1)(C0) — i=(A3)(B3), 

(C5)(C4)— i =(A3)(B3), (C6)(C5)— 1 =(A3)(B3). 

Diminuons chaque facteur des premiers membres du plus faible des deux fac- 
teurs qui constituent les seconds ; si on admet (A7) comme le plus faible facteur de 
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la première partie, (A3) comme le plus faible facteur de la deuxième partie, on a 

iPPAKTJB. (Q3)((;2) — 1=(A7)(B,5).,. (Q4)(C,3)— 1 =CA7)(B.3), 

(C.8)(C.7) - 1 =(A7)(B.5), (C.9)(C.8)- 1 =(A7)(B.3), 

il' Partib. (C.6)(Q7)— 1 =(A3)(B.7), (C,8)(C,7)— 1 =(A7)(B,5), 

((;2)(C;i)-1 =(A3)(BJ), (C.3)(Q2)-1 =(A3)(B.5). 

Les seconds membres de ces égalités présentent , soit directement , soit en 
employant la première combinaison , c'est-à-dire indirectement, la forme finale 
indiquée. 

3* CoMBiNAisoif . j^-^x — 1 = (A3)(B7); elle donne quatre égalités 

[1]' (C2)(Ci)-1=(A3)(B7), 

[2] (C4)(C3)-1=(A3)(B7), 

[3] (C7)(C6)-1=(A3)(B7), 

[4] (C9)(C8) — 1=(A3)(B7). 

Le raisonnement fait sur Tégalité [1] indiquera ceux que Ton doit faire sur 
les autres : deux cas peuvent se présenter, selon que le second membre pré- 
sentera ott la forme A3 < B7 ou la forme A3 > B7. 

I'*" Cas. Diminuons chacun des deux membres C2 et CI du plus faible des 
deux facteurs A3, B7, c'est-à-dire de A3; le résultat est (Ci9)(Q8)— 1=(A3)(BJ); 
ainsi l'admission de l'égalité [1 ] exige l'admission d'une égalité dont les nombres 
sont moins élevés et dont le second membre a la forme (N7)(N3) ; ainsi de suite. 

2^ Caa. Diminuons chacun des deux nombres C2 et CI du. plus faible des 
deux facteui's A3, B7, c'est-à-dire de B7 ; le résultat est (QS) (C^A) — 1 =(A J)(B7) ; 
une nouvelle diminution , analogue à la précédente , donne 

(C^(C.7)-1=(A.3)(B.5) [G]. 

I"" Si l'on a XJ < 6^5, ou si , pour amener cet état, lemme précédent, on a 
diminué d'un multiple pair de B^S , l'égalité [G] conserve la forme qu'elle pré- 
sentait, et alors diminuant de AJ, qui est le plus faible des deux facteurs, le 
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résultat est (C,0)(C8i) — 1 =(Ai7)(B,7); une nouvelle diminution du plus faible 
des deux facteurs du second membre , de A^7 , par exemple , donne le résultat 
final (Q4)(Q3)— 4=(A,7)(B,3): ainsi, la réalité de Tégalité primitive [1] 
exige la réalité d'une égalité dont les nombres sont moins élevés et qui est sem- 
blable à régalité [2] , et on peut démontrer que celleH^i possède une propriété 
analogue, c'est-à-dire donne une égalité semblable et dont les termes sont 
moins élevés, ainsi de suite. 

2^ Si Ton a kj >B^5, ou si, pour amener l'égalité inverse, on a diminué 
d'un multipleimpairdeBi5, l'égalité [G]prendlaforme(C,3XC,2)—1=(A,7)(B,5), 
lemme précédent; diminuons de Â,7, qui est le plus faible facteur du second 
membre , le résultat est (C46)(C45) — 1 =(A,7)(B,7); une nouvelle diminution 
du plus faible des deux facteurs Â,7 et B,7, par exemple de A,7, donne 
(Q9)(Q8) — 1=(A,3)(B,7); on ferait sur cetre égalité, qui est l'égalité pri- 
mitive [4] , une remarque semblable à celle qui a été faite dans les deux cir- 
constances qui précèdent. 

De l'ensemble des démonstrations faites ou à faire sur le théorème qui 
nous occupe, on déduit les conclusions suivantes : V une égalité dont la forme 
est, soit A"-[-a: — 1 = (A7)(B5) , soit a^-^-x — 1=:(A3)(B5), amène une égalité 
dont la forme est^-j-^ — 1=(Ai3)(Bj7); 2** une égalité dont la forme est, soit 
.r«-[.a:— 1=(A7)(B7), soit x'^x— i ={PL3)(bS)j amène une égalité 
dont la forme est 7*-|-^ — ^ =(Ai3)(Bi7); 3' une égalité dont la forme est 
.7f-\^x — 1 =(A3)(B7), amène une égalité dont la forme est absolument la 
même et dont les nombres sont moins élevés ; cette seconde égalité en amène 
une seconde dont les nombres sont encore moins élevés, mais toujours entiers , 
ainsi de suite, et la limite est l'état positif des nombres; 4° le calcul pi*ouve 
que les nombres entiers positifs faibles , par exemple les nombres inférieurs 
à 100, et dont le chiffre des unités est 3 ou 7, ne peuvent, dans les conditions 
précitées, vérifier l'égalité proposée; le théorème est donc démontré. 

Corollaire. Étant donnée à résoudre en nombres entiers, l'équation 
a^-^-x — i=P.j^, et, par suite, l'équation lâ — 5 = P.^, si le nombre P a 
l'une des formes 5y -|- 2, 5q -|- 3, la résolution proposée est impossible. 

Théorème. Etant donnée à résoudre en nombres entiers, l'équation 
x^-J-j; — 1 =P.^; si le nombre P premier absolu a le chiffre des unités soit 
1, soit 9, c'est-à-dire est représenté par l'une des formes S^r-j-l, bg — 1, la 
résolution proposée est toujours possible : si l'on pose 3r-[-1 =«, Uj-=.e^ 
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réquation proposée décrient u* — 5 = P./; si cette dernière équation est réso- 
luble en nombres entiers, Féquation a^-^x — 1 z= P.j a la même propriété; 
en effet, dans Thypothèse admise , le nombre P^-[~^ est un carré exact entier; 
le nombre u peut toujours être choisi à Tétat impair, et, par suite, le nombre t 
a la forme Un; de là le nombre^ est entier; ainsi, le théorème énoncé sera 
exact, si nous prouvons la possibilité de résoudre , en nombres entiers et dans 
les conditions précitées , Téquation lâ — 5= P./; or, cette preuve ou recherche 
doit être précédée de quelques lemmes indispensables. 

1 ^'^ LéEmme GilicÉRAX. Si Ton divise par un nombre premier absolu tous les carrés 
exacts entiers, le nombre des restes minima différents est égal à — ^ — . 4^ le reste 

de - — 3—^, A < P est égal à celui de p-î il suffit donc de considérer les restes 

donnés par les carrés dont les racines sont inférieures à P; 2® le reste de 

~ , /w < P est égal à celui de ^; de ces deux faits on conclut que le 

nombre des restes minima différents n'est pas supérieur à — 5— : or, les carrés 

exacts entiers P, 2\ 3*, 4" .... (a)" .... (a^ .... f ~ J donnent des restes dif- 
férents; admettons, en effet, les deux égalités fl*=Py-|-r, (aj)"=Pçr-j-r; 
on a, après soustraction (a^ — a)(a, -[-«) = P. V, égalité finale inadmissible par 
suite des hypothèses a<^ P, ay<^P, le nombre P premier absolu; le lemme 
est donc démontré, et lorsque Ton fera les divisions indiquées, les nombres 
inférieurs à P seront distribués en deux classes : 1** restes; 2"* non-restes, 

V Lemme cÉNiRAL. Les faits étant ceux qui ont été établis dans le lemme 
précédent : 1° le produit de deux restes est un reste; 2® le produit d'un reste par 
un non-reste est un non-reste; 3** le produit de deux non^restes est un reste. 
r des égalités a' = Py-f-/-, a^=Vq,-\'r^ on déduit flV = PH-|-r.r,. 2^ Si 

le nombre r est un reste ^ et si le nombre r^ est un non-reste^ le produit r . Tj ne 

P 4 

peut être un reste; en effet, si de la suite naturelle 1 , 2, 3 .... — ^ .... P — \ 

on sépare les ~ nombres qui sont des restes minima différents , et si on 

multiplie ces nombres par le reste r : tous ces produits sont des restes, car 
on a a*=Pjr-[-r, K' = P./t-|-i; donc, ûr*K'= PV-f-^«* î tous les produits 
seront différents; on a a"R*=P.V-|-r.i, a*.m'=P.S-}-r.c, etc., et l'égalité 
r.b=r.c amène l'égaUté a\K«— m')=P.N ou oX^^+zw) (K— m) = P.N, 

15 
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égalité que l'état premier du nombre P et les conditions a<P, K<P, m<P 
rendent inadmissible; d'ailleurs, Tégalité K4-^=P donne reste de K*= reste 
de nf ou é=c. Ainsi, les produits r.A, r.c^ etc., forment Tensemble de tous 
les restes; si donc, le nombre r^ est un non-preste ^ le produit r.Ti ne peut être 

égal à un des produits r.b^r.c^ etc.; et, par suite, si le nombre r.r^ était 

P—- i 
un reste y le nombre des restes minima différents serait supérieur à — -^^ et 

le premier lemme général prouve que cette conclusion est inadmissible *. 
3^ I^ produit de deux non-restes est un reste : partageons en deux catégories , 

d'un nombre —a— d© termes , les nombres entiers inférieurs à P : c'est-à-dire 

formons deux suites 

I Aj restes r^y /"^ , / ^ , ■ • ■ • . ^n , 
[B] non^restes ^o ? «^i > ^t ^n] 

le produit d'un terme de [A] par chacun des termes de [A] donne des nombres 
tous différents^ et par suite donne tous les restes; le produit d'un terme de [Bj 
par chacun des termes de [A] donne des nombres tous différents , et par suite , 
donne tous les non-restes] si donc le produit de deux non-restes ^ c'est-à-dire, 
par exemple , le produit s^ , s^ donnait un non^reste , ce dernier nombre serait 
égal à l'un des produits de ^, par l'un des termes, r,o, par exemple, delà 
suite [A]; de là les égalités ^,.j'7=PQ -j- A, ^8/'io=PQi-|-/t, s^s^ — rjo)=P.V; 
or, le nombre P étant premier absolu, la dernière de ces égalités est inad- 
missible. 

3® Lemme géniéral. 1® Si le nombre P premier al^solu a la forme 4y-f-1 , le 
nombre — 'i, ou, plus exactement, le nombre P — 1, est un reste; 2® si le 
nombre P premier absolu a la forme 4y-|- 3, le nombre -}- 1 est un reste. Dé- 
signons, dans chacun des deux cas, par a une racine primitive de P; on aura, 
rdans le premier cas, «•'-[-i = P.N, ou (a^)*=P.N — 1 ; 2*" dans le second 
cas, 0*^+* — 1 = P . M, ou (a^+*)"= P. M-}- 1 : de ce lemme et du lemme précé- 
dent on déduit plusieurs conclusions : 1 ® Le diviseur employé étant premier 
absolu et de la forme 4^^ + 1 , si le nombre -|- r est un reste , le nombre — r 
sera également un reste^ et généralement les non-restes seront encore non- 



'*' Dans ce lemme et dans le lemme précédent nous excluons le nombre P = 2, le reste 0. 
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restes en changeant les signes ; X le diviseur employé ëtant premier absolu et 
de la foime kq-^-Zy le changement de signe donne aux restes Tétai de non* 
restes^ et réciproquement. 

Reprenons actuellement notre recherche principale : Téquation w* — 5 = P. ^ 
sera toujours résoluble en nombres entiers si nous prouvons que, dans 
les conditions précitées , on peut obtenir un carré exact entier, tel que la 
division de ce carré par P = 5y-|-1 ou par P = 5y — 1, donne le reste 5. 

I^'Cas. P = 59-|~1- Choisissons un nombre a inférieur à P, et capable de 
vérifier l'égalité 

[M] a»— 1=P.N; 

le reste 1 donné par d étant la première reproduction de Tunité, lorsque Ton 
divise par P les termes de la série o^, cù^ cf, etc. ^, de [M], on déduit 

(a_1)(a*+a*-f.fl»4-a+1) = P.N, 

ou, puisque les nombres a — I et P sont premiers entre eux, 

^-|-a»4.a«+a+1=P.V ou 4(^+^i'+a*+a+1)=P.S, 

ou enfin, (2ât*-|-a-|-2)^=P.S-|-5rt', le nombre 5a' est donc un reste; d'ailleurs, 
par suite des hypothèses, le facteur cf appartenant au produit 5a% n'est pas di- 
visible par P, ainsi les nombres c? et M sont des restes; donc, Lemme géné- 
ral II, le nombre 5 est un reste. 

Y Cks. P = 5y-|-4 = 5Q — 1 **. I*' Soit P un nombre premier absolu, soit r 
un non-reste, et par suite soit Téquation if — r = P.^ non-résoluble en nombres 
entiers : considérons enfin l'expression suivante : 



W ^r 



(x+y/r)'*'— (x — y/r) ^' _ j^j 



*Le chiHx de a est toujours possible, le nombre P— 1 étant un multiple de 5, qua- 
trième partie^ n° tt^. 

** La recherche actuelle est pour nous un accessoire , la démonstration donnée dans le 
texte emploie plusieurs principes généraux sur les racines primitives, principes que l'on démontre 
dans la quatrième partie de cet ouvrage, la démonstration actuelle présentée dans le texte est 
d'ailleurs assez pénible, mais elle est la seule connue, appartient à Lagrange, nous avons dû 
l'abréger; elle est consignée dans les Mémoires de V Académie de Berlin, 1778, page 352. 
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cette expression, dont le développement est rationnel, sera un multiple exact 
de P, quelque valeur que l'on donne à x ; en effet, tous les termes, excepté le 
premier et le dernier, étant des multiples exacts de P, on peut lui donner la 
forme 



p-i 



[B] . P.QH-2(P + 1)[ar' + ^-(r)']=M, 

soit actuellement le nombre R une racine primitive de P, divisons par P chacun 
des termes de la suite R^ R*, R*, ... R*, ... R'"*, les restes présenteront tous les 
nombres entiers inférieurs à P, donc présenteront le reste r, lequel corres- 
pondra à un terme R* dont l'exposant est impair ; car, dans le cas contraire, 
réquation w* — r=P./ serait résoluble en nombres entiers, mais le nombre R 
est une racine primitive de P, le nombre h est impair; donc, on a Tégalité 



F-l 



R^^^=PV— 1 ou r^ = P.K — 1; 



donc enfin 



[C] ^(r)" = PH— x; 

on a aussi, Théorème de Fermât^ n' 109, l'égalité a?^' — \ =P.S, ou 

[D] a:' = P.S4-x; 

des trois égalités [B], [C], [D], on déduit l'égalité 

[E] (x+v/"rr-(^-v/^"'^M^p^iy, 

T dans réquation [£] , l'indéterminée x aura P dimensions et tous les nom* 
bres 0, 1 , 2, 3 ... P—* 1 seront des solutions de .r, soit e un diviseur de P-f-l , 

l'expression V'^i'v^^ —\^ M^) q^^ wç^\x% représentons par M^ sera rationnelle, 

X présenterai — 1 dimensions, et les règles ordinaires de l'analyse prouvent que M 
est divisible par M^; or, il est certain qu'il y a e — 1 valeurs qui rendent M| divi- 
sible par P^ soit en effet M=M|.L, x aura dans L, P — ^-|-1 dimensions, et, 
par conséquent, l'équation indéterminée Li = P.Z présentera au plus P — €-\-\ 
valeurs réellement différentes ^ applicables à x, d'où il suit que les e *— 1 autres 

"^ Quatrième partie , n® I tS. 
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nombres pris dans la série 0, 1, 2, 3, ...P — 1> seront applicables à Téquation 
Mj=P.tI; 3* donnons maintenant au nombre F la forme Sç'-f"^» soit e=5, 
soit r un non-reste, soit enfin le nombre a déterminé de manière à rendre di- 

visible par P l'expression — ~^ "^ ^ i—^ , cetle détermination est toujours 

possible , paragraphe précédent , et l'expression devient 

i0a* + 20a»r+2r" ou 2[(r+5a»/— 20er*], 

on a donc l'égalité (r-[-5a"/=P.T-[-5(4a*); en d'autres termes, 5(4^*) est un 
reste, d'ailleurs le nombre W n'étant pas divisible par P, puisque a ne peut être 
divisible par P, il est manifeste, 2* lemme général, que le nombre 5 est un reste. 

Équation. j::*-|- ir — 1 = P./. 

TnioRàME* Étant donné à résoudre, en nombres entiers, l'équation 

^4-2x— 1=P.>-, 

si le nombre P, premier absolu, présente l'une des formes 8^-f-1, 8^ — 1, la 
résolution proposée est toujours possible : l'hypothèse x -|- 1 = u donne à 
l'équation proposée la forme lâ — 2= P./, on peut donc faire les raisonnements 
sur cette dernière équation; en d'autres termes, on doit démontrer que, dans les 
conditions indiquées, un carré exact entier divisé par le nombre P, donne le 
reste 2. 

1*'C/ks. P = 85^-1-1. Soit le nombre a une racine primitive de P, on a 
€^^i:=P.h ou {(^'^iy=^l?.h'\'2j(^i ainsi le nombre 2.a*^ est un reste; or, 
le nombre a*^, non-divisible par P^ est un reste; donc , 2*^ lemme général , 2 est 
aussi un reste. 

2* Cas. P=8y — 1, c'est-à-dire P = 8y-f"7' Étant donnée à résoudre, en 
nombres entiers, l'équation u* — 2=P.^, si on fait le calcul en substituant suc^ 
cessivement à P des nombres premiers peu élevés, et de la forme 8^-['3> ^9~^^ i 
par exemple, des nombres inférieurs à 1 00 : ce calcul prouve que, dans ces 
conditions, la résolution proposée est impossible; or, la loi déduite de cette 
induction est générale : remarquons d'abord que les nombres représentés 
par 8y-j-1 ou par 8y-f"^ ^^ peuvent donner que des produits ayant l'une ou 
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Tautre de ces deux mêmes formes; par conséquent, tout produit représenté par 
87-|"3 o^ P^ï* 8^4" 5) renferme nécessairement un facteur premier ayant l'une 
ou Tautre de ces dernières formes; ces faits établis, si la loi précitée n^est pas 
générale, des nombres premiers P^ supérieurs à 100, et dans les formes in- 
diquées Sy-f"^? ^^"hSj donneront des équations résolubles; le plus petit de 
ces nombres étant représenté par Pj, on aura Téquation résoluble vf — 2=PiZ, 
et si, parmi les valeurs de ei, on choisit, ce qui est permis^, la valeur u^ impaire 
et inférieure à P^, on aura Tégalité («i)*— 2=Pi^i, qui donnera l'étal suivant; 
la forme de (ai)*sera 8çr-|-1 ; donc, celle de P^^^ sera Sç'-j-T; par suite, celle 
Ae}\ sera 8y-|-3 ou 8y-|-5, selon que celle de Pi sera 8y-|-5 ou S^r-f-^J ^^^^si 
dans les conditions premières constatées, la vérification de l'égalité {u^ — 2=P,7", 
aurait lieu, le nombre ^j dont la forme est 8y-|-3 ou 85'-}" 5, étant inférieur 
à Pj, et cela par suite de l'inégalité «^ «< Pj ; or, cette infériorité de y^ et l'hypo- 
thèse première, le nombre P^ minimum, impliquent contradiction; la loi pré- 
citée est donc générale, si le nombre P premier présente l'une des formes 8^-f-3, 
8y-|-5, la résolution, en nombres entiers, deTéquation proposée est impossible ; 
concluons aussi que le nombre -|-2 étant alors un non-reste y il est certain, 
lemmes généraux, que le nombre — 2 est 1** reste si l'on a P=85r-|-3; 2"* non- 
reste si l'on a P=8^-|-5. 

Étant donnée à résoudre, en nombres entiers, l'équation i/'-[-2=P.^*, si 
l'on substitue successivement à P des nombres premiers peu élevés, et de l'une 
des formes 85r-|-5, 8y — 1 , des nombres inférieurs à 100, par exemple, un cal- 
cul préliminaire analogue au précédent, prouve que la résolution des équations 
proposées est impossible : la loi déduite de cette induction est générale ; con- 
statons d'abord que tout produit de la forme S^r-j-S, 8y — 1 renferme nécessai- 
rement un facteur premier de l'une de ces mêmes formes, par conséquent, si 
notre induction est inexacte , des nombres P, supérieurs à 1 00 et ayant l'une des 
formes 8^-|- 5, 8^ — 1 , donneront des équations résolubles; le plus faible de ces 
nombres étant ^^ on aura l'égalité (wi)'-|-2=P,^i, le nombre w, étant impair 
et inférieur à P^ : or, cette égalité donnera à/„ 1® la forme 8y-|-5, si P, a la 
forme 8f — 1 ; 2"*- la forme 8y — 1 , si P, a la forme 8<7-f-5; 3*^ une valeur infé* 
rieure à P^ : ainsi le nombre P^ n'aurait pas l'état minimum exigé par l'hypo- 
thèse primitive; la loi précitée est donc générale et, par suite des lemmes 
généraux, concluons que le nombre — 2 étant un non-reste^ on est certain que 

* Formules générales de l'équation x*-|- rr= P.^, n° 59. 
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le nombre -[-2 esH'' un non-reste lorsque Ton a PsisSç'-l-S; 2° un reste lorsque 
Ton a P=8^ — 1 , et cette dernière conclusion prouve Texactitude du deuxième 



cas* 



«« 



Équation j;*-|-2a-j-8 = P.^ 

Thiéorème. Étant donnée à résoudre, en nombres entiers , Téqualion 
x'-j-iar-j-SsriP.^, si le nombre P premier absolu présente l'une des formes 7y-f-3, 
7^4*^9 7^-}"^9 ^ résolution proposée est toujours impossible; en effet, Thy- 
pothèse ^c-j-l =:M, donne à Téquation proposée la forme m*-|-7=P./, on peut 
donc faire le raisonnement sur cette dernière équation; or, T tout carré exact 
entier, augmenté de 7, c'est-à-dire a'-|-7 ne peut donner un carré exact entier, 
excepté lorsque l'on a l'égalité a=3; V si dans l'égalité ii*-|-7=P./ on sub- 
stitue successivement à P des nombres peu élevés, inférieurs à 1 00, par exemple, 
et ayant l'une des formes 7ç^-|-3, 7^-|-5, 7^-|-6; on reconnaît que chaque 
nombre entier a*-|-7 ne peut être décomposé en deux facteurs présentant l'un 
des états simultanés 

[E] In.Kq, In.lq^, 7^.7^+5, 7/2.7y+6, 7n-|-3.77-f3, 7/i-f3.7y+5, 
7/2-f-3.7y-f 6, 7/i4-5.7y-f 5, 7/i+5-7y-f6, 7/^+6.77^-6, 

la loi déduite de cette dernière induction est générale; soit, en effet, l'égalité 
suivante entre des nombres entiers . 

[FJ (7A+*)'+7 = (77+aX7/' + A). 

Admettons l'inexactitude de l'égalité 7^-|-a=7/7-{-6; admettons aussi que 
les nombres aeib présentent l'un des groupes [E], et que le nombre k ofTre un 
des deux états exigés par les hypothèses attribuées à a et à 6, si on diminue le 
nombre Ih-^k du plus pelit des deux nombres Iq^a^ 7/?-}-^, par exemple, 
de 7y+a le résultat est (7N+>t— «)•-[. 7=(7y+fl)[7H+(a+4—2>t)] et le 

* Les démonstrations relatives à l'équation a^'\-tx — 1 =l^.jr pourraient éti*e remplacées, 
partiellement du moins , par des considérations analogues à celles qui ont été utiles dans Téqua- 
tion ji^'\'X — l=P.j; nous avons cru devoir maintenir cette variété d'aperçus qui montre que 
le sujet n'est certes pas épuisé ; remarquons aussi que le mode actuel est analogue à celui qui 
sera présenté ci-aprés , et relatif aux équations 



»* 



Nous excluons y 1^ le nombre premier 4-7 dans l'exemple actuel; 2^ le nombre premier 17 
dans l'exemple a^-\- Sjt — 2 = P. r. 
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second membre ofire un des états représentés [E] : or, si on forme le tableau 
de toutes les permutations convenables que peuvent éprouver les nombres a, 
b^ k de manière que chaque première égalité présente un des états [Ë], la pre- 
mière transformation opérée dans chaque égalité amène une autre égalité, dont 
le second membre est un des groupes [E], on est donc certain qu'après un 
nombre suffisant de transformations semblables, toute égalité hypothétique 
donnée entre des nombres élevés, créerait une égalité analogue, mais assuré* 
ment inexacte, puisque Tun des facteurs du second membre serait inférieur au 
nombre 100, limite assigné au fait numérique primitif. Concluons : si on divise 
tous les carrés exacts entiers par un nombre premier absolu , dont la forme est 
7y-|-3 ou 7y-}- 5, ou Tç^+ô, le nombre —»1 est un non-reste^ et par suite des 
lemmes généraux, on a le résumé suivant : le nombre — 7 est un non-reste pour 
les nombres premiers ayant Tune des formes 7çr-[-3, 7y-f-5, lq-\S\ le nombre -[-7 
est un non-reste pour les nombres premiers dont l'état 4A-[-l est uni à l'un 
des états 7^4"^» ^74"^» ^^"h^» c'est-à-dire pour les nombres 28y-|-17, 
28y-|-5, 28ç'-|-13; le nombre -(-7 est un reste pour les nombres premiers 
dont l'état 4A-f"3 est uni à l'un des états 7y-j"35 ^9'^^y ^^H"^» c'est-à-dire 
pour les nombres 28y-|-3, 28y-|-19, 2%q — 1 . 

Équation 3.r* -]- 2r — 3 = P. ^. 

L'égalité 3.r-(-1=M donne à cette équation la forme w' — iO = P. /. 

Lemme. Les nombres premiers^, mis sous la forme 40^ -|- A- peuvent être di- 
visés en deux séries. 

I'^ SÉRIE, 40y+1, 40^ + 3, 40y+9, 407.|-13, 4O7+2T, 

40çr+31, 40y+37, 40^+39. 

2* SÉRIÉ, 40çf + 7, 40y-fl1, 4O7+I7, 40^+19, 40$'-t-21, 

40y+23, 40^+29, 40y + 33. 

Ce partage fait nattre plusieurs remarques qui ont leur utilité et dont un simple 
calcul démontre l'exactitude: 1^ le produit de deux facteurs appartenant à la 
même série, est un nombre de la première série; 2*^ le produit de deux fac- 

* Nous omettons le nombre premier S , lequel amène une sorte d'anomalie dans l'étude actuelle; 
toutefois, remarquons que les équations de la forme i^ — 10 = 5./, constituent une classe res- 
treinte qui n'apporte aux principes démontrés dans le texte , que des modifications légères , sur 
lesquelles nous avons cru seulement devoir appeler l'attention dju lecteur. 
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teurs non placés dans la même, série j est ud nombre de la deuxième série ; 
3* le carré de Tun des facteurs précités, ou plus généralement le carré de 
tout nombre impair dont le chiffre des unités est étranger à 5 , a Tune des 
formes AOq-\-^ , U0q-{-9; est donc un nombre de la première série. 

THEoràME. Étant donnée à résoudre, en nombres entiers, Téquation 
«■ — 10 = P. ty si on fait le calcul en substituant à P des nombres peu élevés, 
par exemple inférieurs à 100, et présentant Tune des formes de la seconde 
série, le calcul prouve qu'après chaque substitution la résolution en nombres 
entiers est impossible , or cette loi est générale ; remarquons d'abord que les 
nombres de la première série ne peuvent donner que des produits ayant Tune 
des formes de cette série, par conséquent tout produit représenté par un nombre 
de la deuxième série renferme nécessairement un facteur ayant Tune des formes 
indiquées dans cette même secondé série; ces faits établis, si la loi d'induction 
précitée n'est pas générale, des nombres P supérieurs à 100, et dans les formes 
de la seconde série donneront des équations £/' — 10 = P.^ résolubles en 
nombres entiers ; le plus petit de ces nombres étant représenté par Pj , on 
aura l'équation résoluble lâ — 10 = P|Z; et si parmi les valeurs de u on choisit, 
ce qui est permis, la valeur u^ impaire et inférieure à Pj, on aura l'égalité 
(w,)* — 10 = P^Zi , et l'inégalité ^i <[ Pi ; admettons provisoirement que le chiffre 
des unités de u^ soit étranger au chiffre 5; dans ces conditions le nombre (i/j)* 
présente, lemme précédent, l'une des deux formes UOq-\-i , 40y-|-9, et 
par suite le nombre (m,)* — 10, c'est-à-dire le produit P^ présente dans le 
même ordre l'une des formes 40^ -|* 31 ^ A0q-\-39; le produit appartient donc 
à la première série , mais le facteur P^ de ce produit appartient à la seconde 
série, par conséquent l'autre facteur z^ est placé dans cette même seconde série, 
et donne une équation lâ — ^0 = P.t résoluble en nombres entiers et dans 
laquelle t=z^; conclusion inadmissible par suite de l'état minimum hypothé- 
tique attribué à P|; et si actuellement nous démontrons que l'état 5 attribué 
au chiffre des unités de u^ ùe modifie pas les conclusions contradictoires pré- 
citées, le théorème actuel sera démontré; or, soit l'égalité ttj=10/i-|-5, 
on a alors les trois égalités 

[A] a,= 10/1 + 5,- 

[B] (aO« — 1 = 5[20/i(n -f 1 ) -|- 3], 

[C] («,)«_ 10 = P,z. 

16 
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Si, à n et dans l'égalité [B], on substitue successivement les nombres 
constituant la suite naturelle 1,2,3, etc. , les résultats affectent la forme 
unique 5(40N-^3), laquelle, lorsque le nombre N est multiple de 3, peut 
être considérée comme présentant soit Tétat primitif, soit un état nou- 
veau 15(40M-|-1); finalement Tégalité [B] ne peut, dans les conditions 
actuelles, avoir que les deux formes 5(40N-j-3), 15(40M[-|-i)> lesquelles 
formes , substituées dans Tégalité [C] , donnent 

[D] («,)•— 10=5(40N-|-3)=P,z, 

[E] («,)*— 10 = <5(40M+l)=P,a. 

Le raisonnement étant le même dans les deux cas, adoptons Fégalité [E] : 
1 ** le nombre 40M -|- 1 De peut être premier puisqu'il doit présenter le facteur P^, 
lequel est supérieur à 1 5 ; 2^ ce même nombre 40 M -|- 1 , appartenant à la 
première série , devant présenter le facteur P^ , nombre de la seconde série , 
doit donc, lemme précédent, avoir un autre facteur A^, nombre de cette même 
seconde série, de là Tégalité 40M-|- 1 = PA; d'ailleurs, les nombres «j, P,, z 
de Tégalité [E] obéissent aux inégalités m^ < P, , z < P^ , le nombre h^ de l'éga- 
lité 40]VI-}-1 =PA obéit a fortiori à l'inégalité K<CJ^y\ ainsi le nombre h^ 
inférieur à Pj, lié à la série de P,, donne une équation {ù?f — 10 = A,(15Pi) 
résoluble en nombres entiers ; on retrouve donc la contradiction déjà indiquée. 
Concluons de l'ensemble du paragraphe actuel que , si le nombre P présente 
l'une des formes de la seconde série , la résolution en nombres entiers de 
l'équation if — 10 = P. / est impossible; concluons aussi que le nombre -f- 10 
étant alors un non-reste , il est certain , lemmes généraux du numéro actuel , 
que le nombre — 10 .est, 1* un reste si le nombre P a l'une des formes 405^-4"^» 
^Oq'\-^^J 40y+^9, 405^ + 23; 2* un non-reste si le nombre P a l'une des 
formes 40^+17, 407+21, 40^+29, 405^+33. 

Les raisonnements présentés dans les paragraphes précédents, peuvent rece- 
voir une grande extension , peuvent être appliqués à un nombre notable d'équa- 
tions incomplètes et indéterminées du second degré à deux inconnues ; l'appli- 
cation qui suit pourra guider ceux qui voudront approfondir ces recherches 
curieuses; unie par un lien intime à celle qui est relative à l'équation 
:c"4"2j:-f-8 = P,/', nous avons dû la présenter d'une manière très-abrégée, 
laissant au lecteur le soin d'apporter les développements qui ne nous paraissent 
pas indispensables. 
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Équation. o:* -f- 3x — 2 = P. ^. 

L'égalité 2x-[-3=w donne à cette équation la fonne if — 17=P.if, et si 
les nombres premiers sont, l*' désignés par la forme 47y-f"K; V divisés en 
deux séries : 

<'• Série. 17y+1, 17y+2, 17^+4, 17^+8, 17^+9, 

n^r + IS, 17y+15, I7y+16. 

2*Sébie. <7y+3, n^r^-S, 17^+6, 17y+7, 17y+10, 

17^+11, 175r+12, i7y + 14, 

on déduit de cette subdivision plusieurs faits, 1* le produit de deux facteurs 
même égaux appartenant à la même série , est un nombre de la première série; 
2® le produit de deux facteurs non placés dans la même série est un nombre 
delà deuxième série; 3^ le carré d'un nombre entier ne peut, après diminution 
de 17, donner un nombre qui soit le produit de deux facteurs de la deuxième 
série ; ce dernier fait peut être vérifié par le calcul pour des nombres inférieurs 
à une limite, à 100, par exemple, or il est général; admettons, en effet, que 
pour des nombres supérieurs à la limite précitée ^ on ait Tégalité 

(17A+^)' — 17 = (175r-|-a)(17/? + A). 

Après avoir remarqué que l'égalité I7y-|-a=17/?-}"^ ^^ inadmissible, ex- 
cepté pour l'hypothèse «^ = 9, soit 175r + a< 17/?-}"*> admettons que les 
nombres aei b présentent un des groupes de la seconde série et que le nombre 
K offre un des deux états exigés par les hypothèses faites sur a et sur é ; si on 
diminue le nombre Mh'\-kà\x nombre Mq-^-a^ celte transformation amène une 
autre égalité dont le second membre est un des groupes de la seconde série ; on 
est donc certain qu'après un nombre suffisant de transformations, toute égalité 
hypothétique analogue entre des nombres élevés, créerait une égalité analogue, 
mais assurément inexacte , puisque l'un des facteurs du second membre serait 
inférieur au nombre 106, limite assignée au fait numérique primitif; con- 
cluons de là que si on divise tous les carrés exacts entiers par un nombre 
premier absolu dont la forme est 

17y+3, 17^+5, 175^+6, 17^+7, n^-flO, 17y+11, 17çr4.12, 17y+14, 
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le nombre -^ M est un non-reste^ et, par suite des lemmes généraux 2 et 3 
du numéro actuel, 1® le nombre -j-17 est un non-reste des nombres premiers 

17^^+3, ilg+b, 17^+6, 17çr+7, 17y+10, 17y+H, 17çr+12, 17^+14; 

2"^ le nombre — * 1 7 est aussi un non-reste pour les nombres dont la forme est 

685^4.5, 685^+29, 68^+37, 687+41 , 687+45, 687+57, 687+61 , 687+65; 

S"" le nombre — 1 7 est reste pour les nombres dont la forme est » 

687+3, 687+7, 687+11, 687+23, 687+27, 687+31, 687+39, 687+63. 

De Texamen des faits consignés dans tout le numéro actuel on déduit le ré- 
sumé suivant': 

Sont résolubles en nombres entiers , le nombre P premier absolu : 

1"* Les équations m* +3 = P .^, si le nombre P présente la forme 87 + 1 ; 

2^* Les équations «* — 3 = P./, si le nombre P a simultanément les formes 
37 + 1 , 47 + 1 , c'est-à-dire a la forme 1 27 + 1 ; 

3® Les équations a* — 5 = P .^, si le nombre P a Tune des formes , 57 + 1 , 
57 — 1; 

4^ Les équations £/' + 5 = P ./, si le nombre P a simultanément les formes 
57+3 et 47+3, ou les formes 57+2, 47+3, c'est-à-dire a l'une des formes 
2O7+3, 2O7 + 7; 

5** Les équations m* — 2 = P .^, si le nombre P a l'une des formes 87 + 1 , 
87— 1; 

6** Les équations w" + 2 = P.^, si le nombre P a l'une des formes 87 + 3, 
8^ + 1; 

7* Les équations i^ — 7 = P./, si le nombre P a l'une des formes 28y-|- 3, 
28^+19, 28y— 1; 

8° Les équations <^ -|- 1 = P .^, si le nombre P a l'une des formes UOq -{- 7, 
40y + 11, 40y-J-19, 405'+23; 

9" Les équations ià-\-M^P.r, si le nombre P a l'une des formes 68y-|-3, 
eSç'-f 7, 68^+11, 689'+23, 68y+27, 68^ + 31, 68y+39,68y-f 63. 
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Sont non-résolubles en nombres entiers , le nombre P premier absolu : 

1* Les équations i^-|-3 = P./, si le nombre P a la forme 3y-f-2; 

2"* Les équations a' — 3 = P ./, si le nombre P a la forme 1 2çr -j- 5 ; 

3** Les équations a" — 5 = P.^, si le nombre P a Tune des formes 5y-j-2, 
5y-}-3; 

4** Les équations £^-|-5 = P.^, si le nombre P a l'une des formai 2 Oy-j-l 1 , 
20y + 19; 

5' Les équations <i* — 2 = P. j, si le nombre P a Tune des formes Sy-j-S, 
8^+5; 

6® Les équations i^-|-2 = P.^, si le nombre P a Tune des formes S^r-f-S, 
8^ + 7; 

7"* Les équations i^-\-7 = P./j si le nombre P a Tune des formes 7y-["3, 
7^-1-5,7^ + 6; 

8"* Les équations lâ — 7 = P.^, si le nombre P a l'une des formes 28^^ -|- 5, 
28y+i3, 28(7 + 17; 

9** Les équations lâ — 10 =P.^, si le nombre P a Tune des formes UOq-^ly 
40y+11, 40^^+17, 40çr-|-19, 40y+21, 40y+23, 40^^+29, 40^+33; 

10" Les équations i?-|-10=.P./, si le nombre P a l'une des formes 409'-}-17, 
40^ + 21, 40y+29, 40y+33; 

11* Les équations w* — 17=P.^, si le nombre P a l'une des formes 17y-["3, 
17^ + 5, 17çr-|-6, 17y + 7, 177-|-t0, 17y+11, 17y + 12, 17^+14; 

1 2" Les équations lâ-^i 7=P .^, si le nombre P a l'une des formes 68y-j-5, 
68y + 29, 685r + 37, 68y+41, 68^+45,68^ + 57, 68^ + 61,68^+65. 

Ces principes offrent quelques conséquences utiles, mais ces conséquences, 
mieux placées là où elles ont leur utilité , seront exposées dans l'étude sur les 
racines primitives, étude intimement liée et qui fait suite au traité actuel. 

EXEMPLES NUMÉRIQUES SUR liES ÉQUATIONS INœMPLÈTES ET INDÉTERMINÉES 

DU SEœND DEGRÉ A DEUX INœNNUES. 

52. Les trois séries d'exemples qui terminent cet ouvrage n'ajoutent rien aux 
raisonnements, mais peuvent ajouter de la clarté aux explications ; la première 
série donne un système-solution applicable à l'équation :i:*+31 j:+241 =P./; 
au nombre P on a substitué successivement la suite des nombres premiers 3, 
5, 7, 11, etc., compris entre 1 et 1000, en conservant ceux qui donnent une 
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équation résoluble en nombres entiers; les tableaux II et V, n** 15 et 19 ont 
été employés ; la seconde série donne un système-solution applicable à Téqua- 
tion .r*-|-59x-|-869 = P./ : au nombre P on a substitué successivement les 
nombres premiers compris entre 1 000 et 2000, en conservant ceux qui donnent 
une équation résoluble en nombres entiers; la troisième série donne une solu- 
tion de réouation a:*-!- r = 521 .jr] au nombre r on a substitué successivement 
la suite naturelle 1, 2, 3, etc., en conservant les nombres qui donnent une 
équation résoluble en nombres entiers : le tableau VU , n® 46 , a été employé 
dans cette dernière série. 

L'observation consignée page 104 a indiqué le lien qui unit l'équation 
ar'-f-S^-^ + îAI =P.j à réquation X*-|-X-|-1 =P.Y; or, si Ton remarque 
que régalité X=x — 30 donne à Tégalité a:"-|-59x-|-869=P.7* la forme 
X'-["X — ^ =P.Y, il est manifeste qu'une relation analogue à la relation pré- 
cédente a lieu entre les deux derniers groupes d'équations, et donne les consé- 
quences pareilles à celles que nous avons indiquées dans la page précitée. La 
troisième série d'exemples numériques peut, si besoin est, offrir une preuve 
semblable à celle que nous donnons dans les deux groupes précédents; consta- 
tons d'abord que nous avons dû, pour l'ensemble d'exemples j:*-^r= 521^9 
suivre avec sévérité la méthode de résolutions donnée dans la première partie 
du traité actuel, espérant ainsi étlairer quelques points théoriques sur lesquels 
nos efforts n'avaient point amené sans doute toute la clarté nécessaire; nous 
avons dû poser la question en ces termes , si on a entre des nombres entiers 
l'égalité j;*-}-r= P./, le nombre P premier, la connaissance des nombres P et r 
doit amener celle du nombre jr^ et par suite celle du nombre x ; mais dans la 
troisième série de nos exemples numériques , la question est particulière , peut 
être modifiée comme suit; la connaissance des nombres P et ^peut-elle amener 
celle du nombre r , et par suite celle du nombre x ; or , il est manifeste 
que le nombre P étant particularisé , on peut indiquer directement tous les 
nombres r correspondants à un nombre assigné à jr] en effet, dans les condi- 
tions stipulées, admettons l'égalité j^= A; 1® l'égalité P.A=R"-f-j montre que 
le nombre s appartient à la lettre r; 2" l'égahté P.A=:(R — /i)*-|-(j-|-2/iR — n^) 
montre que le remplacement successif de la lettre n par les nombres naturels 
1, 2, 3, etc., donne tous les nombres entiers appartenant à r, et correspon- 
dant au nombre h assigné à jr. 
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RESOLUTION DE L'ÉQUATION aj^-^2bxX'^cy = M 



33. Cette recherche sera divisée en deux chapitres, selon que les nombres x^ , 
Xif constituant une solution , sont premiers ou non premiers entre eux. 



CHAPITRE PREMIER. 
RECHERCBfi DE LA SOLUTION jr^m , >^=ii (les nombres metn premiers enrre eux) 



SA. La connaissance d'un système-solution x=:m^ J^=^y dans les conditions 
citées, est une suite de la résolution de Téquation auxiliaire ^-— (^ — ac)=M.s; 
en effet, si le système j;=m, 7*=/} est une solution de l'équation primitive, 
et si deux nombres entiers |jl et v vérifient l'équation toujours résoluble 
|A./n-{-v./i=1, un simple calcul prouve l'exactitude de l'égalité suivante 

ou si l'on pose 

liJ(^mb -\- ne) — v(/?ia-|-/îô) = z, av"— 2A(xv-j"^l^*=='^> ^ — ac = D, 
l'égalité devient 

[B] (z/— D = M.^. 

La proposition réciproque n'est pas toujours exacte et par conséquent on 
devra , parmi les solutions entières de l'équation [B] , reconnaître celles qui 
ont un système correspondant x=m,7=n, lequel système est la solution de 
l'équation primitive; si cette correspondance a lieu pour une solution z^, s^ de 
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réquatioD auxiliaire z' — D=M.j, nous dirons que le système a;=/?ï, yz=inest 
lié, appartient à la solution 2 = Zj, j= j^ de Téquation jz* — D;=M . j. 

Le nombre des solutions entières de Téquation [t./77-[-v./{=1 est illimité, 
mais parmi ces solutions^ il suffit de soumettre à Fessai celles qui correspon- 

M 

dent, dans Téquation s? — D = M.j à des valeurs de z non supérieures à -^î 

car, si une de ces dernières, z^, par exemple, donne un système x'=.m^ jr^=^n 
de l'équadon primitive proposée, la valeur z^ztM.^, solution de z, donnera le 
même système pour Téquation première; en effet, les solutions pi et v de Téqua- 
tion (x.m-|-v./i=< étant représentées par les formules (A4=(i,±n.^, Vi=vzf:/wf, 
remplaçons dans Téquation [Â] les nombres [& et v par les nombres (J^ et v„ on a 

• 

L(fjL ± ni%mh + ne) — (v ip mt){ma -f- nb)^ — (^ — ac)\m{}x ± nt) -f- /i(v qi mt)\ 
=== (ûm«+2ô/7î/i+c/ï*)[fl(vqri?ir)'— â^rh/irXvqi'wO+cCfxdiwr)*] , 

ou 

{yJimb -f- ne) — v(/iwi -j- nb) di ^a/w* -|- ^bmn -j- ^^'^^ — (^ — ^icX|awi -f-v /«) 
OU 

(2i ifM.r)» — D = M[j| dz r(2zt ±: M.r) ; 

Ainsi le système .r =/w, ^=71 de Téquation primitive, système correspondant 

à la solution z^ de Téquadon [B] et solution non supérieure à -3- , sera le système 

correspondant aux solutions Zj ± M . / de la même équation [B]. 

Le calcul précédent prouve que si Ton veut obtenir un système-solution 
x^=.m^ )r=^n de l'équation aj^'\-2bxj-^cy=My les nombres met n étant en- 
tiers et en outre premiers entre eux , cette recherche devra être précédée de 

celles des solutions entières et non supérieures à -r- de Téquation auxiliaire 

z* — D=M .^^ or, les solutions mathématiques sont nécessairement subordon- 
nées à des propriétés que doivent avoir les quantités données, car ces quan- 
tités sont parties intégrantes des questions elles-mêmes : ces propriétés par- 
ticulières des grandeurs données sont telles , que les essais peuvent seuls en 
constater la réalité ; sans doute la théorie régularise la marche de ces essais , 
dont elle peut diminuer mais non anéantir le nombre; on peut affirmer que jus- 
qu'ici la résolution de Péquation z* — D=M. j, ou comme cette résolution a été 
indiquée par GausSy la connaissance des résidus quadratiques était un simple 
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faitdùy en gënéral/ aii hasard : des essais non méthodiques^ la donnaient quel- 
quefois, mais le plus, souvent étaient inutiles. Dans la première partie de ce 
traité, nous croyons avoir démontré que le nombre des essais, limité évidem- 

ment jusqu'ici par le nombre -j, essais par conséquent presque toujours inter- 
minables, que ce nombre devait être limité, dans le cas le plus défavorable, le 
nombre M premier, par —, c'est-à-dire par le premier quart du nombre des 



/ • 



essais antérieurs. 

35. Les recherches qui suivent ont pour but d'examiner les relations qui peuvent 
avoir lieu entre une solution de l'équation 2* — D=M.j et une solution de l'équa- 
tion proposée, l'examen de ces relations est subordonné à celui des trinômes**, 
examen pénible, sans doute, mais examen que les travaux des géomètres ont 
pleinement éclairé : nous devions peut-être, pour ces recherches, nous reporter 
complètement à celles qui ont occupé particulièrement Gauss; mais nous avons 
cédé an désir de présenter un traité complet d'analyse indéterminée du second 
degré à deux inconnues, traité dont on n'a donné jusqu'ici que des fragments 
plus ou moins étendus; nous avons cédé à l'espoir de rendre plus accessible ce. 
genre de recherches en simplifiant ou même en changeant plusieurs démonstra- 
tions, et surtout en supprimant les notations adoptées par Gauss; d'ailleurs s'il 
ne nous a pas été donné d'être entièrement neuf dans cette partie , nous croyons 
avoir bien mérité de la science %n rendant cet exposé plus méthodique, plus 
rapide; enfin ce serait même avoir été utile que de provoquer de nouvelles 
recherches sur cette partie importante et ardue de l'étude des nombres. 



* Oa désigne quelquefois par le mot méthode un ensemble d'essais dont le nombre est limité , 

essais qui prouvent la possibilité ou P impossibilité de remplir les conditions posées dans une question 

P 
mathématique : les essais successifs des nombres entiers compris entre et - indiquent , il est 

vrai , l'existence ou la non-existence d'une valeur de Z, applicable à l'équation Z*-j- A = P.j^, 
par conséquent , le procédé connu est méthodique ; néanmoins nous croyons que la définition 
précédente du mot méthode , définition vraie en général , peut devenir inexacte lorsque la 
limite des essais apparaît d'elle même , ou du moins est le résultat d'un examen très-superficiel 
de la question : deux nombres A et B étant donnés, si Ton s'est assuré que le plus faible, B, par 
exemple , ne divise pas exactement le plus élevé A , la recherche du plus grand diviseur com- 
mun à ces deux nombres peut avoir lieu par des essais successifs , faits avec la suite naturelle des 
nombres, suite limitée par la moitié de B, ce moyen mérîte-t-il le nom de méthode? 
"^ Au mot forme j adopté par Gauss, nous substituons le mot plus logique et ancien trinôme 
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EXAMEN DES PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES TRINOMES DU SECOND DEGRÉ. 

36. Nous désignons sous le nom de trinômes du second degré, ou simplement 
de trinômes y les fonctions représentées par le polynôme aar*-|-2éa:^-|-c;^, les 
nombres a, A, c étant entiers, les nombres x,^ étant indéterminés. De l'élude 
des propriétés des trinômes, on peut déduire , sauf les exceptions qui compren- 
nent toule la partie précédente, et le dernier chapitre de notre troisième partie, 
on peut déduire une solution en nombres entiers d'une équation du second degré 
à deux inconnues; nous représenterons toujours le trinôme ax*'^2bxjr^cy par 
l'expression numérique (a, é, c), quand il ne s'agira pas des indéterminées x etj; 
ainsi ce symbole (a, 6, c) désignera la somme de trois parties, T le produit 
d'un nombre entier a par le carré d'une quantité indéterminée j 2° le double 
produit de b par cette indéterminée multipliée par une seconde; 3® le produit 
de c par le carré de cette seconde indéterminée ; par exemple (2, 0, 3), repré- 
sente. Q^-^-Sjr^f c'est-à-diie le double d'un carré ajouté au triple d'un autre 
carré. Les principales propriétés du trinôme {a^ b, c) dépendent de la valeur 
et du signe de la quantité if^^ac déjà indiquée , quantité que nous nommerons 
avec Gauss, Déterminant^ et que nous indiquerons, en général , par la lettre D; 
enfin, nous remarquerons que dans toute l'étude qui suit, le nombre D n'est 
pas nul. 

Si le trinôme Fo=(ao b^ Co), dont les indéterminées sont x^^ y^^ peut éti-e 
changé en un autre, Fi=(aj b^ Cj) dont les indéterminées sont x^^ y\^ en 
substituant à x^ et à^^ les valeurs ^o = «o^i + Po7i ? ^■o=T(r^iH"^o^i> ^^^ nom- 
bres Oo, p^, -y^i ^01 étant entiers, nous dirons que le premier trinôme F^ ren- 
ferme le second trinôme F, , ou qu'il y a transformation du premier trinôme en 
le second; ou, enfin , que le premier trinôme devient le second ; soient les deux 
trinômes l^^=.(a^ b^ c^), Fi=:(a, b^ Cj), les indéterminées étant pour le 
premier ^o>7o> pour le second Xi,^i; si le premier trinôme renferme le se- 
cond y on a les trois égalités hypothétiques : 

de là on déduit 

[A] (*.)*-«A=[(*.)*— «a](«,^o-P,7.)*; 
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ainsi le Délermioant du second trinôme a le signe , et est un multiple du 
second. 

Les transformations de Fq en F^ seront en général nombreuses , et auront 
lieu par les divers systèmes 

/o=T(r^i+^oji, ro=Ti'^i+*i7iJ ^o=T»^i+^i7i---> ro=T«'^i+**rM 

on aura alors la suite d'égalités 

(*i)*— «A = W— «o^ol («0*0 — M, (*i)'— «A= [(io)*— «o^o](aA— P,Ti)S 

Les transformations semblables seront celles qui donneront le même signe 
aux nonibres aj^^ — p^To? «A — PiTi---? «n^n — PuT»» il y aura donc deux es- 
pèces de transformations semblables, mais nous étudierons plus particulière- 
ment celles qui donnent le signe positif aux nombres précités. 

Si le trinôme F, = (a, Aj Cj) devient le trinôme Fo=(ao b^ c^) par la 

substitution des valeurs ^i = aoJ?o-h§o7o> ^i = TrPo+^«/o> ^^ ^^^^ P^"^ ^^ 
changement Tégalité 

[B] (*oy-ûc^o = [(*i)' — «A]S*c— PoTo)"; 

si, en outre, les trinômes F^ et F, présentent la relation suivante; si les nom- 
bres Oq , Po , ^^j ^0 , exacts pour cette derniàre transformation , sont ceux qui 
sont nécessaires pour la transformation précédente , c'est-à-dire s'il y a entre 
les deux trinômes F^ et Fj transformation réciproque , des égalités [A] et [B] 
on déduit (o^Jo — po'yjj)* = 1; de là a^^^ — PoTo=^^5 1'"" ^^^ trinômes est 
alors contenu dans l'autre ^ les Déterminants sont égaux; nous dirons alors 
que ces trinômes sont équivalents; celte égalité des Déterminants est une 
condition nécessaire pour l'équivalence des trinômes , mais elle n'est pas suf- 
fisante : l'égalité a^^o — PoTo=^^ montre, comme nous l'avons dit, que 
chacime des transformations indiquées peut avoir lieu de deux manières; 
de là les distinctions, trinômes /7ro/)r^/we/^f et improprement équivalents, 
transformations propre et impropre^ selon que le signe du nombre o^Jo — PoTo^** 
positif ou est négatif; ces deux états ont été, pour la première fois, parfaitement 



132 ANALYSE INDÉTERMINÉE DU SECOND DEGRÉ. 

caractérisés par Gauss; mais, comme le dit cet auteur, le second est utile dans 
quelques recherches délicates , et nous avons cru devoir faciliter notre exposé 
en le supprimant d'une manière à peu près complète; ainsi, dans cette théorie, 
deux trinômes équwalents auront leurs Déterminants égaux et de même signe; 
par conséquent Fan renferme Vautre^ et la transformation de F un en Foutre 
aura lieu par le système Xo==aoXj-|-poy, , yo = 7aXi-(-^oyi > ^^ nombres ol^^ p^? 7o> ^o 
{vérifiant F égalité olJ^^ — PoTa= "h ^ • 

37. Théorème. Si le trinôme ¥^=(0^ b^ c^) renferme le trinôme V{=^{a^ b^ cj, 
et si le trinôme F,=(a, b^ c^) renferme le trinôme F,=(a, i, c,)., le premier 
trinôme F^ renferme le troisième F^. 

Si les lettres ^o? J^i? «^n 7ii ^%^ y% désignent par ordre les indéterminées 
des trinômes Fo, F^, F,, on est certain 1® que F^ devient F^ par le système 
^^=a^j-[-Po7u ro=Tr^iH-*o7i; 2* que F^ devient F, par le système 
.rj = a^x, -[- p,^, , /i=7i^i-}-^i7t; il ^st alors évident que F^ devient F, par le 
système 

c'est-à-dire que le trinôme F^ devient le trinôme F, par le système 

X, = (a,ci, + PoTiK + M + Po*i)7« » 7o = (ta + *oTi>i + (ToPi + *o*i)rt » 
on a ensuite la condition 

(«o«i + PoTi)(ToPi + U) — («oPi + Po*iXTo«. + *oTi) = («0*0 — PoTo)(«A— Piï.) = < ; 

ainsi les trinômes F^et F, vérifient les conditions nécessaires de transformation, 
donc le premier renferme le second; il suit de là que si le trinôme F^ est équi- 
valent au trinôme F,, et si d'autre part celui-ci est équivalent à un troisième tri- 
nôme F,, le premier F^ sera équivalent au troisième F,; il suit encore de là que 
si plusieurs trinômes F^, F^, F,, F,, F^, etc. sont tels que chacun d'eux renferme 
le suivant , le premier renfermera le dernier. 

Les trinômes Fo = (ao *o ^o)^ = (^o — *o ^0) q"^ nous appelons trinômes op- 
posés, sont équivalents; en effet, le premier devient le second par le système 
x^=O.Xi — /j, /o='^i4"0.7i, d'ailleurs les Déterminants sont égaux et de même 
signe. Si les trinômes ¥f=z(a^bf^c^y 'Fy=i(c^b^c^ ont le même Déterminant et véri- 
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fient régalitë ^o"h^i=/''^o> '® nombre/? ëtant entier, nous dirons que ces tri- 
nômes sont des trinômes coutigus, et si plus de précision est nécessaire, nous 
dirons que le premier est contigu au second par sa dernière partie, donc le 
second sera contigu au premier par sa première partie. Les trinômes contigus 
sont toujours équivalents; le trinôme (a^ b^c^ dont les indéterminées sont x^^r^ 
étant contigu, par sa dernière partie, au trinôme (c^b^c^^ dont les indétermi- 
nées sont ^, , 7*, , le premier devient le second par le système Xo=0.x, — 7;, 

jr^z^x^-\ ^^^1 , le nombre ^^ ' étant entier , cette transformation est 

prouvée par un simple calcul, en se servant de Tégalité (b^ — af^=^{b^ — cf^\ 

on a, d'ailleurs, Tégalité de condition 0. * — (1)( — 1) = 1 : il suit de là que 

les trinômes Fo= («0^0 ^o)>^ = (<^^i^i)> sont équivalents lorsque l'on a l'éga- 
lité b^ — b^=.h.a^^ le nombre h étant entier; en effet, le premier trinôme 
F,,=(ao^^,Co) est équivalent au trinôme <p = (Co — Kcl^j et celui-ci est contigu par 
sa dernière partie au trinôme ^=(00^1 c,). 

58. Théorème. Si le trinôme {a^ ^0^0) renferme le trinôme (a^ b^ cj, tout 
diviseur des nombres ^q, é^, c^, est diviseur des nombres a^, é^, c^; tout 
diviseur des nombres Oq^ 2^0 9 ^0 ^^^a aussi diviseur des nombres a,, 2^|, c^^^ 
il suffît d'examiner les trois égalités hypothétiques , n*^ 36 , pour reconnaître la 
vérité de ces deux principes, en ayant soin, pour le second, de multiplier 
par 2 la seconde égalité; il suit de là que le plus grand commun diviseur 
des nombres a^, b^^ 2^^, c^ doit diviser celui des nombres a^, b^^ 2^1, c^; donc 
si les trinômes sont équivalents, ces deux plus grands communs diviseurs 
sont égaux. 

59. Problème. Étant donnée une série de trinômes F^, Fj, F,, F,,.... F„, tels 
que chacun d'eux soit contigu par sa dernière partie, au trinôme qui le suit, 
trouver une transformation du premier en un quelconque de la série. Soit 
la série de trinômes iaX^^ iflA^ («i*t^)v • («m--i*in^«m) («m*m«m+i), les 
données hypothétiques sont 

ox *' a, ^' a, ^' a^ "•' 

nommons x^y^^ ^iJKu ^\X\i ^tJKv" ^mj^m l^s indéterminées des trinômes 
successifs; enfin admettons que 
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Le trinôme Fq devienne le trinôme F^ par le système 

I/e trinôme F^ devienne le trinôme F, par le système 

Le trinôme F^ devienne le trinôme F, par le système 

Le trinôme Fq devienne le trinôme F^ par le système 

x^=a.,x, +p4jr*, 7o=7ir^* +*»r»» 



Le trinôme F^ devienne le trinôme F^ par le système 



de là on déduit facilement 
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Cet algorithme très-simple, et dont on peut démontrer la généralité, e^t 
analogue à celui que Ton emploie pour la formation des réduites d'une fraction 
continue, la solution précédente comprend tous les cas, excepté celui de l'éga- 
lité à zéro de l'un des nombres a^, a^, o^,... a„. 

Si le trinôme Y^=.{a^ b^ c^ devient le trinôme Fj=(a, è, cj, tout nombre 
qui pourra être représenté par F, , pourra être aussi représenté par F^ : soient 
•^0^01 «^i/i > ï^s indéterminées des trinômes F^ et F^ : 1 ** admettons que le nombre M 
puisse être représenté par F,, au moyen du système .rj = /w,^,=/2; 2*^ suppo- 
sons que Fo devienne F^ par le système x^^^ol^x,-^^^,, ro=To-2^i + *o7i, les 
nombres 0^, po? Yo> ^0 vérifiant l'égalité o^^^ — ^^-f^ = 1 ; il est évident que le poly- 
nôme «o('^o)'+2Ao'^o7o+<^o(/o)S dont le symbole est (a^b^ t?o), devient M par la 
substitution ^o=«o'^ + Po'^> 7o = To'^"|"^o'* ' si le nombre M peut être repré- 
senté de plusieurs manières par F„ le même nombre M pourra être aussi 
représenté de plusieurs manières par F^; si, par exemple, le nombre M est repré- 
senté par Fj en employant le système Xi = /»j, jr^ = n^^ ce même nombre sera 
représenté par F^ en employant le système a:o = ao^i + Po'^i> 70=70^^1 + ^0^*1? 
et remarquons que l'inégalité des deux systèmes .r,=/w jrj= /i, a;i= w, y^ =^n^y 
qui donnent les deux représentations de M par F^ , amène l'inégalité des deux 
systèmes correspondants qui constituent les représentations de M par F^ ; si 
effectivement les égalités simultanées 

étaient exactes : l"" multipliant la première par ^0, la seconde par p^, et retran- 
chant les résultats, on aurait mÇa^è^ — Po7o)=='^i(«o^o-^PoTo); 2^ multipliant la 
première par y^, la seconde par a^, et retranchant les résultats , on aurait 
71(00^0 — PQ'Yo) = /Zi(aoJo — Po7o)ï ^^7 P^r conséquent, on aurait /w = mi, /i=Wi; 
ii suit de là que le nombre de représentations de M par F^, est au moins égal 
au nombre de représentations de M par F^; si donc les tiînômes F^ et F^ sont 
équivalents , c'est-à-dire si l'un d'eux renferme l'autre , tout nombre qui 
pourra être représenté d'une ou de plusieurs manières par l'un , sera repré- 
sente d'une ou d'autant de manières par l'autre ; remarquons aussi que le plus 
grand commun diviseur des nombres m et /^, est égal au plus grand commun 
diviseur des nombres (oom-j-Pow) , (y©'^ "|" ^o'O ^ î^dmeltons, en effet, que 
\ étant le plus grand commun diviseur des nombres m et /z, le plus grand 
commun diviseur des nombres (a^/w-l-Po/i), (7o'^"h^o'*)j soit A,; choisissons 
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deux nombres (x et v qui vérifient régalilé m^L~\^-n^fr=^^*^ un simple calcul 
prouve l'exactilude de l'égalitë 

(^oP-— Tov)(ao'W+Po«) — (Po!^— aov)(To'W+*o'*) = (ao*o— PoYo)('W(i.+ 

ainsi le plus grand commun diviseur \ des nombres (oL^m-j^^nj et ('^/n-\-8/i), 
divise exactement \; or, ce dernier nombre \ divise exactement \^ puisqu'il 
divise exactement les nombres a^^ P/i, -yo/i, ^^ri] donc, ces deux diviseurs sont 
égaux , et si les nombres m et n sont premiers entre eux , celte dernière con- 
dition aura lieu entre les nombres (cL^n-\-^/i) et ('^(/n-\'è/i). 

Si les trinômes Fo= («0^0^0)1 Fi = (rti^iCj) sont équivalents, c'est-à-dire si leur 
Déterminant commun étant D, le second devient le premier par le système 

.Xi=ao:ro+Po7o5 ^i =70-^*0+^(^/0 avec la condition o^^^— PoYo = ^ 5 «i enfin le 
nombre M est représenté par le trinôme F^, en posant a:^=:m^j j^^-r^n^y et par 
suite est représenté par le trinôme F,, en posant //^, =a'i =ao/Wo-|-Po/ï^, 
/ii=^i==7oWo-[-SoWo, les nombres /w^, n^ d'une pari, les nombres /Wj, n^ de 
Tautre étant premiers entre eux : les deux représentations du nombre M seront 
liées, appartiendront à la même solution z^ Sx de l'équation auxiliaire'Z* — D=M.S : 
le nombre M est représenté par le trinôme F^ lorsque l'on remplace , dans ce 
trinôme, les indéterminées x^j^ par les nombres m^n^\ or, si deux nombres 
entiers \i^ v^ vérifient, ce qui est toujours possible, l'équation ^|Jtx)-[-/2t)^o = ^ ? ^l 
si Ton désigne par z^s,^ la solution de l'équation 7} — D=1V1.S à laquelle est 
liée y appartient le système x^=.m^y y^=,n^ de l'équation primitive; dans ces 
conditions, on a démontré, n^ 54, l'exactitude des égalités 

l^oK^o+'^o^o) — \K«o+'^o*o) = '2oJ ^oW— 2*oK•o^o + ^o(I^)*=^o• 



'^ Si À est le plus grand commnn diviseur des nombres A, B, G, D, etc.» on peut toujours 
calculer des nombres entiers a, h^ c^ dy etc. , qui vérifient Pégalité 

A.fl + B.^ + C.c + D.É^+etc. =A; 

soit X le plus grand commun divbeur des nombres A et B , les quotients p et g étant premiers 

entre eux, on a l'égalité />. a: -f-f7-J' = i » et par suite X.;?.j? + ^-y«7 = ^ ou A^-f-Br = X, 
les nombres x et j étant entiers; désignant parXt le plus grand commun diviseur des nombres X 
et C , on déduira \,z-\-Cj=li ou A . x . z -f B . j . z -f- G . r = /i , ainsi de suite. 
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le nombre M est, par hypothèse, représenté par le trinôme Fj, lorsque, dans 
ce trinôme, on remplace les indéterminées x^ /-^ par les nombres /Wj rii^ donc, si 
deux nombres [l^ v, vérifient, ce qui est toujours possible, Téquation /Wi|Ai-|-/IiVi=1 , 
et si on désigne par z^Si la solution de Z* — D=M.S à laquelle est liée^ appar^^ 
tient le système Xx='m^^jr^^=in^ de Téquation primitive, on a, comme ci-dessus, les 
égalités {A, (/7i,*i -|-. 7i,c,) — v^ {m^a^ -|-. nji)^ = 2, , a^ (v,)* — 2*i (iLiV^ -|- c, (|a,)* = s^ ; 
or, Texposé qui suit démontre Texactitude de Tégalité z^=Zi. 
V Un simple calcul vérifie Tégalité 

W ( Vo— Vo) («o'^o+Po'^o) — (PoK-o— «oVo)(V^o-Ro'^o) = («0*0— Po7o) Kh)+ Vo) . 

cette égalité prend la forme 

et cela par suite de Tégalité m^^-^ n^y^^zz \ ; or, la condition oc/n^-{- ^/i^=: rrii , 
T(/'^o+^o'^o='^i> donne à l'égalité [B] la forme 

on peut donc, par suite de la condition /72||Ai-f-/i|V]^1 , poser les égalités 

^' «0^0-PoYo' * «o^o-Poïo' 

et ces nombres entiers donnent les diverses valeurs de pi, et de v, ; 

2® Le trinôme F, devient le trinôme F^ par le système j:i=aça:^^-[-p<,^o, 
Xi^^^f/x^-^-^o^oj o^ ^ donc les égalités 

Si actuellement on remplace : V dans z^ les nombres /7Z|/i,(àiVi; 2^ dansz^ les 
nombres a^b^c^ par leurs valeurs respectives , le résultat final est , après réduc- 
tion, Zo=z,; on a donc, parsuite,i*Q=/i : si donc on a plusieurs représentations 
du nombre M par le trinôme (a^ b^ c^), les divers systèmes x y qui vérifient ces 
représentations, étant composés de nombres premiers entre eux, et chacun de 
ces systèmes étant lié appartenant à des solutions différentes de Téquatiou 

18 
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auxiliaire Z* — D = M,S; les représentatioDB du même nombre M par le tri- 
nôme a, b^ c,, équivalent au précédent, seront liées, appartiendront aux 
mêmes solutions de l'équation auxiliaire V — D^M.S; et s'il n'y a pour le 
nombre M et par le trinôme (og b^ c^') aucune représentation qui soit liée, ap- 
partienne à une certaine solution de l'équation auxiliaire V — D^M.S, il n'y 
en aura aucune non plus qui soit liée, appartienne à cette même solution par 
trinôme équivalent au premier. 
Si le nombre M peut être représenté par It! trinôme (a, b^ r:,), dont les indé- 
minées sont .r„ y^, en substituant à x^j^ les nombres m et n qui sont pre- 
ers entre eux, si l'équation auxiliaire étant Z' — Di^M.S, les nombres z,s, 
ostituent la solution à laquelle appartient celte repi-ésentation , les deux tri- 
mes (fl„ b^ c„) et (j-, Zi M) sont équivalents. On a démontré, n" S4, que les 
mbres [jv et v vérifiant l'égalité possible m.|i-|-n.v=l, le nombre 
nb„-\-nc^ — y[ma^-^nb^ était une valeur entière de Z applicable à l'équa- 
n Z* — D = M.S; les nombres {i et v peuvent être déterminés d'une infinité 
manières i et si , à ces lettres, on substitue les valeurs générales \)^ = ^dtznt , 
=:v=pm/, la quantité )f.[mb^-\- nc^ — 'i{ma^-\- nb^±yL.t esx encore une so- 
ion de Z; or, puisqu'il existe une valeur z, correspondante au système x=m, 
= n solution de l'équation proposée , on est certain d'obtenir pour |a et v 
i nombres entiers qui vérifient les deux égalités 

m.jx-|-/i.v:= 1, [x.(mij-)-nCj)^v(ma,-|-nè„)==3,; 

calcul fait, le système X|,= m. or, — v.^, , ^„ = n.x,-|-(i.^, cbange le trinôme 
ba c,) en un autre (A. B C) ; examinons la nature de ce dernier trinôme, 1" on 
es trois égalités [H] 

A = (vn*-|-2è^.n-|-(;„ n', B = — ■a^.t-\-b^{m.^ — ni)-\-c^^, 

par suite 

B'— AC^KA,)" — a^J(m.|*-|-rt.v)' ou B'— ÂC = (è.)'— «aï 

a d'ailleurs l'égalité (>vm-|-vn^1 ; donc les deux trinômes («^ b^ c,) et (A B C) 
at, n' ÎS6, équivalents; 2* des égalités [H] et de l'égalité B' — AC=(i»)' — (V„ 
déduit A = M, B = z,, C=. 
5, c^ et (j, z, H) sont équivalents. 
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60. Les principes gënéraux établis sur les trinômes, donnent une partie des 
éléments nécessaires pour calculer un système a:=/7/, j*= ai, applicable à une 
équation A<^-|-2Bjyr/-|-Co^=M, les nombres m et n étant premiers entre 
eux : admettons, en effet, que Téquation précitée offre un Déterminant (Bq)' — A^Q 
non égal à zéro ; on a calculé une solution z^ s^ de Téquation auxiliaire 
Z* — D = M.S*, le résultat de cette dernière opération présentera alors une 
des circonstances suivantes; ou bien cette solution sera liée, appartiendra à un 
système-solution de Téquation primitive donnée, et alors on pourra établir 
une série plus ou moins étendue de trinômes contigus successifs , analogues à 
ceux qui formaient la série n"* 39, le symbole du premier trinôme étant (A,, B^CJ, 
et celui du dernier étant (s^ -s, M), chacun des trinômes de cette série étant 
d'ailleurs contigu par sa dernière partie à celui qui le suit ; ou bien cette solu- 
tion 2, s^ de réquation auxiliaire Z* — D = M . S ne sera pas liée, n^ appartiendra 
pas à un système-solution de Téquation primitive proposée, et alors on devra 
la négliger, on ne pourra pas constituer la série contigué indiquée; supposons 
que la première circonstance se présente, un calcul que nous donnerons plus 
loin , fera connaître la série (A^ B^ C^) (Q Bj A,) (A, B, C,) (C, Bj A,) . . . s^ (j, z^ M) , 
le problème résolu n"* 39 donne alors un système final j:^ = 0^,0; -(7 ^^jr, 
jj^='y^r-f.J^, qui transforme le symbole (A^ B^ CJ, c'est-à-dire le polynôme 
^oC-^o^+SB^o/o-KoCro)' en le symbole (jj-Sj M), c'est-à-dire en ^•iA'*-|-22;,:rjr+M;*; 
de là les égalités 

A,(«,)' + 2B,a j, + C,(y,)' = s, , A,(p J + 2B,^A + C.(S,)* = M ; 

ainsi les nombres p^ ^^ premiers enire eux constituent un système ^o=Poj 
^^= J^, applicable à l'équation primitive proposée; les nombres a^ ^o P^^" 
miers entre eux constituent un système x^-=-aL^, Jq='Yj^, applicable à l'équation 

Ao(^*o)* + 2Boj;oJo+C/^j^)'=j,, que nous appellerons équation conjuguée*'^. 






L'ensemble des principes qui font connaître cette solution , constitue la première partie. 
Les deux équations AoC^o)' + ^B^^o/o + ^oW = M et Z» — D = M.S, ont une relation 
tellement caractérisée , qu'une solution z^ s^ applicable à la seconde , fait connaître , en général , 
une solution de la première ; or, il est manifeste que lorsque cette déduction est possible , la 
position symétrique parfaite des nombres Ji et M doit amener deux valeurs, Tune convenable à 
réquation primitive proposée; Tautre convenable à l'équation conjuguée; précisons cette cir- 
constance. 

Les derniers trinômes de la série contiguë peuvent présenter deux états distincts; admettons. 
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es considérattoDS actuelles sont peut-être anticipées , mais elles-ont ud but , 
i sont destinées à éclairer notre marche , et par suite à nous guider dans la 
e que nous devons parcourir j nous devons rechercher maintenaDt, 1' les 
iitions qui assurent l'esistence des trinômes intermédiaires précités; 2" quel 
être le calcul qui fera connaître les trinômes dont l'existence aura été 
ontrée : les raisonnements qui peuvent amener les réponses à ces deux 
liions varient avec la nature du Déterminant de l'équation proposée ; ce 
irminant peut être, 1° négaliP quelconque ; 2° positif non carré; 3° positif 



RECHERCHES SUR LES TRINOMES DONT LE DÉTERMINANT EST NÉGATIF, 
DES TRINOMES RÉDUITS. 

1 . Étant donné le trinôme ( A, B, Ai), dont le Déterminant est 
^(BJ' — A,A,; nous appelons trinôme réduit le symbole numérique (a„ à^a^, 
représente un trinôme équivalent au trinôme donné , qui est par consé- 

icemple, que la soluiion de l'équation auxiliaire Z'— D = H.S, solution soumise à l'essai , 
1 et j|, si le dernier trinôme de la série contiguë est celui qui est dans le texte, et si les 
rs qui établissent le passage du premier au dernier triDÔme sont :t^^<t^-\-^, 
Ïtr^ + S^r. "lors 
Le système-solution de l'équation proposée 

A^V+2B<r^ftr,+ Cofr,)' = M sera :r,= p,, y^=S,, 
Le système-solution de l'équatioD conjuguée 

A^V + 3Vftro + (Vr.)'=*. wra :r, = «,, J-. = t., 
qui gouverne la série de trinômes contigus peut exiger que le trinôme pénultième soit 
2i M), et dans ce cas la série sera terminée par le trinôme (M z, *,), si les valeiu^ qui éta- 
nt le passage sont x^z=a^-\-p^, /„ = Y(,r + 5(j-, alors 
Le système-solution de l'équation proposée ' 

AW + 2V^ro + QCr.)' = M sen io = »i). J-, = T». 
Le système-solution de l'équation conjuguée 

Aj:*',)'-|-2Vore + CoCj',)' = 'i sera *, = ?,, j-.= 5o. 
lil&culté appartient d'ailleurs à la théorie , et ne peut faire naître d'incertitude dans les 
dons pratiques, on pourrait établir une règle unique en eonvenaat, par exemple, que le 
■r terme de la série comiguë sera (s,zi:ti M). 
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quent comme ce dernier ^ une solution de Tëquation Z*4~D=^*S9 ^^^^ 1^ 
trinôme réduit (a^ \ a,) vérifie eu outre les trois conditions 



^o<2y/|> 



K=<^y «i = >^o- 



62. Lemme. Étant donné le trinôme (A^ B^ A,), qui représente une solution 

B I B 

de réquation Z'-|-t^=M . S , tout nombre entier B, qui vérifie régalité-^^^=/z, 

le nombre n étant entier, donne un trinôme (A^ 6 A) contigu par la première 
partie au trinôme primitif proposé; il suffit, n^ 37^ d'établir Tidentité des 
deux Déterminants ; or, on a 

B* = (BJ _2B,Aj/i+(Aj/i)% ou B*+D=(B7 + D— A,(2B>— A,«) 
ou B* +D = A,(A,— 2B,/i+ k.nj 

ou enfin B**{-D = A^A. La lettre B représente une suite indéfinie de nombres 
entiers, si, parmi ces nombres, on adopte le plus petit Bj, en valeur absolue, 
on aura un trinôme particulier (A^ B^ A.) contigu par la première partie , au 
trinôme primitif proposé , le nombre A, sera d'ailleurs déterminé par Téqua- 
tion (B,)'-|-D=AjA,; si la valeur absolue de ce dernier nombre A, est infé- 
rieure à celle de A^, le nouveau trinôme (A^ B^ A,) sera le point de départ d'une 
opération parfaitement semblable à l'opération précédente; on déterminera 

B A- B* 

le plus petit nombre B, en valeur absolue qui vérifie l'égalité *7"= /i,, et 

calculant le nombre A, par l'opération (B,)'-|-D=A,. A,, on aura un autre 
trinôme (A, B, A,) contigu par sa première partie au trinôme précédent , etc. 
On continuera le même genre d'opérations, jusqu'à ce que l'on obtienne un 
trinôme (A^ B^ A„_^) dans lequel le nombre A^^ est non inférieur à A„, et 
cette circonstance est fatale puisque la suite des nombres entiers Aj A, A,.... 
Am A^^ ne peut décroître indéfiniment : le trinôme (A^ B^ A„^^) équivalent , 
n* 57, au trinôme primitif proposé sera le trinôme réduit cherché; en effet, 
1^ le nombre B^ est en valeur absolue, le plus petit nombre qui vérifie l'éga- 
lité '^*/" - * =K ; on a donc B^ < -^ ; 2* les deux conditions A,^ = > A« 
(BJ* + D = A«,.A^+, donnent (BJ+D>(A^)% ou, puisque le nombre B„ 

n'est pas supérieur à ^ , on a ^-j^+^ ^ (Am7> ^^ ^\£vci A^=< 2t/ô : ainsi 
le trinôme (A„ B^ A,,^) vérifie les conditions exigées, et son mode de création 



L. 



U2 ANALYSE INDÉTEMANÉE DU SECOND DEGRÉ. 

prouve que l'on peul toujours calculer un trinôme réduit lié par une suite de 

trinômes contigus à tout tripôme proposé. 

65. Problème. Trouver les conditions nécessaires pour que deux trinômes 
réduits de même Déterminant négatif, soient équivalents. Les deux tri- 
nômes (oj è, c^ et (ûi b^ c,) vérifient les conditions suivantes : 



['] 


».= <2v/t. 


[5] 


«.= >". 


[2] 


«.=<^v^i. 


16] 


c, = >a„ 


[3] 


K=<1. 


m 


<'A=W+I> 


m 


*.=<î. 


[8] 


o,<:, = (4,)'+I) 



3US admettons, ce qui est permis, que l'on af/,^<Cag; enfin, de l'équiva- 
Qce des trinômes réduits donnés, on déduit que le premier devient le 
cond par le système 3ru = a,,x,-|-p^,, ^^^-j,^, -|-So/,, les nombres et, Pj-fo ^» 
ant entiers; de là les trois égalités 

[9] <«.)'+2V.7.+<1.)'=",. 

[1.0] ".".P.+%.S.+ P.-Ï.)+M.S.= '-'.. 

[H) «.*.— Pj.=-i; 

égalité [9] pouvant prendre la forme 

[12] V = (»A+*.-r.)'+Dtt.7, 

I reconnaît que le produit a/r, doit être positif, et cette condition, réunie à 
lies qui sont indiquées [7] et [8] , prouve que les nombres a, c, ai a doivent 
oir le même signe : les égalités [1] et [2] donnent a^^=<C,-^; donc, par 

ite de [12] on a D(7,)'< »-, et par suite 7,^0 ou 7„ = rt1^ 

1" Cas. y.^ 0. L'équation [11] donne ao^,= 1 , par suite a,=±1 , donc 
alité [9] 0^=0^ et égalité [10] éi — è„:=a„P(,; or, dans l'état général , chacun 
s nombres b^ et b^ doit être non supérieur, le premier à o,, le second à a,; 
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donc dans le cas actuel chacun des nombres b^ et ^^ doit être égal ou inférieur à 
^j et la diffërence algébrique de ces nombres doit être un multiple de a^, il est 
donc certain 1** que si ces nombres ont le même signe , chacun d'eux est égal à 
1* , et les deux trinômes réduits donnés sont alors identiques; 2*" que si ces nom- 
bres ont des signes contraires , la valeur absolue de chacun d'eux est encore |% et 

les deux trinômes réduits sont alors opposés , n® S7, avec la condition 20^=^^; 
remarquons d'ailleurs que ce dernier état est réellement l'état identique des deux 

trinômes réduits donnés , puisque l'égalité ^^^=^4=^^ indique que si Ton change 

d'une unité le quotient de la division qui donne b^ y le signe de ce dernier nombre 
qui était d'abord contraire deviendra semblable au signe du nombre b^. 

2^ Cas. '^^^^dûii. L'équation [9] donne ^oW*+^o — ^i=^2io*o» ^^ '^ 
nombre c^ est égal ou supérieur au nombre a^j donc au nombre ûi ; par suite on 
a 2bjx^= > «o(a(,)*, et puisque le nombre 2b^ est égal ou inférieur à a^ , on a cer- 
tainement ao=>(aQ/; par conséquent l'égalité première ^0==^^ amène 
l'une des deux circonstances ol^=zOj a^=dt1 : V Siaj,= l'équation [9] 
donne «1 = 0^, et puisque les limites du nombre a^ sont c^ et a^ , on a évidem- 
ment a^r=ai=Cf^y or l'équation [11] donne !îoTo= — ^ 5 donc l'équation [10] donne 
b^'\'b^=±8^c^=8^a^] on pourra donc, comme dans le cas précédent , admettre 
l'une des deux égalités b^-=b^ ou b^= — ij, la première de ces égalités donne 
l'identité , et la seconde donne l'état opposé avec la condition 2b^z=aQ des deux 
trinômes réduits donnés ; 2** Siaç=±:1 , l'équation [9] donne «oH"^© — ^^i=^2io> 
or chacun des nombres a^ c^ est égal ou supérieur à a^, donc le nombre 2b^ doit 
être égal ou supérieur soit à a^, soit à c,,,^ donc on a nécessairement 2^0=0^=6;,, 
mais alors l'équation précédente «o"h^*o — ût,=:zfi2Aj, donne ±2Ao=«,, et par 
suite l'équation [10] devient <sPo + To^o) +*o(ao^o+PoTo)=*o laquelle, en 
employant l'égalité o^^o — ^^^=z\ devient 

ou enfin, puisque 2b,=a,, on a é, — é,=:a^(a,|î^4-7^^,±p,7J : le nombre 
^i — ^0 doit donc être un multiple de a^, on doit avoir comme précédemment, 
soit l'égalité é, = éo, soit l'égalité bi = — b^' la première supposition amène 
l'identité et la seconde amène l'état opposé avec la condition 2bQ=:a^ des deux 
trinômes réduits donnés. 
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Concluons de ce qui précède que deux trinômes réduits (a^ b^ c^ et {a^ b^ c^ 
sont équivalents lorsqu'ils offrent une des trois conditions suivantes : 1^ état 
identique; 2^ état opposé avec la condition 26«=a^; 3o Tétat opposé avec la 
condition d'égalité entre tous les termes extrêmes. 

64. Problèmb. Étant donnés deux trinômes Fj = (A^, B,, A,) et f^=(a^b^ a^ 
de même Déterminant négatif, chercher si ces deux trinômes sont équivalents. 
On déterminera les deux trinômes réduits Fi et f^ correspondants , et l'état 
relatif de ces deux trinômes réduits sera celui des deux trinômes donnés. 

Les trinômes dont le Déterminant est — D, c'est-à-dire les solutions enlières 
de l'équation 2*-j-D = M .S, sont en nombre illimité, mais les trinômes réduits 
dont le Déterminant est le même , sont en nombre fini et ont des propriétés 
tellement caractérisées que leur recherche ne présente aucune difficulté ; ils 
peuvent être obtenus par diverses méthodes qui s'offriront d'elles-mêmes à 
Tesprit du lecteur; nous remarquerons seulement que si, parmi tous ces 
trinômes réduits de même Déterminant négatif , on supprime un des deux qui , 
sans être identiques, sont équivalents, ceux qui resteront auront une propriété 
remarquable. Un trinôme quelconque sera équii^alent à un d'entre eux et à un 
seul , autrement il y aurait encore dans la série formée des trinômes équiva- 
lents; ainsi tous les trinômes de même Déterminant négatif, peuvent être dis- 
tribués en autant de classes qu'il sera resté de trinômes réduits. 

65. Problème. Étant donnés deux trinômes Fp=(Ao B^ AJ et^=(a^é^ai) 
de même Déterminant négatif et équivalents , trouver une transformation de 
l'un en l'autre : on déterminera pour chacun des trinômes donnés la série de 
trinômes contigus qui amène le trinôme réduit correspondant; on aura ainsi 
les deux séries 

(A,B,AO(A, B, A,)(A. B, A,)(A, A^^)(A^^ B«^ AJ(A^ B^ A«+,) 

et (ûr, b, a^{a, b, a,){a^ a^){a^^ b^ a^{a^ b^ a^j^) 

les deux trinômes réduits (A^ B^ ^m+i) et (a^ b^ a^j^ offriront l'un des trois états 
suivants; ils seront, n"^ 63, soit identiques, soit opposés avec les conditions 
2B^= A^, 2i„=û^n> soit opposés avec l'égalité entre tous les termes extrêmes. 

\^ Cas. Les deux trinômes réduits sont identiques, on a les égalités k^=a^^ 
fi^=6^ , A,n+i=a^; en outre les trinômes qui terminent chaque série donnent 
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les égalités "*^ *" * = K, -2=i-±_-î = H , les nombres K et H étant entiers , de 
là 9 en employant Fégalité Â^=a„, et retranchant les deux dernières égalités 
qui précèdent , on a ^ — - = P, ou = F puisque B„ = 6„ , 

ainsi les deux séries précédentes forment la série unique , 



(Ao B, A,)(A, B, A,XA,...XA«^ B,^ a^)(^a^^--b^ «»-i)(««.-i-.(^ — *i «,)(^i — *o «o) 

dans laquelle un trinôme quelconque est contigu j par sa première partie , à 
celui qui le précède; par conséquent ^ on pourra^ n® S9y obtenir unetrans^ 
formation de F^ en f^. 

2"^ Cas. Les deux trinômes réduits sont opposés avec la condition 2B„= A„; 
reprenons les notations adoptées dans le cas précédent , on a les égalités 

^ n L k ^ Bfl|.i-f-B^ -^ ^w-i-f-^ * u 

m ^n9 *>m ^nJ ^mr^ ^n+l > 1 ^9 ;; = «7 

ajoutant les deux dernières égalités et remarquant que Ton a B.»-^^^ = 0, 
A^=z=a,, on aura alors *""* ' *"* =P, et par suite, les deux séries primitives 
donnent une série unique 

(Ao Bo AO(A, B, A.XA,. . . -XA^ B^ A Ja^ b^ a^'sfi^ b^ «»-*). • -(«i *i «iX^i K «o)- 

3* Cas. Les deux trinômes réduits sont opposés et leurs termes extrêmes 
sont égaux ; conservant les notations précédentes , les deux séries primitives , 
par suite des égalités A^=A„^ = a^ et B^= — è^, formeront la série unique 

(Ao Bo AjXA, B, A,)(A,....XA«^ B^ A„XA« B^ A^X^n+1 K ^nX^n b^ ««-,)— 

Ainsi dans les trois cas, la transformation de Fo=(A^jB^ AJ exif^={a^b^ a^ 
aura lieu en suivant les règles indiquées par le problème n"* 39 ; constatons 
aussi que , de la solution du problème actuel, c'est-à-dire de la recherche d'une 
transformation propre de F, en^, on déduit facilement la solution du problème 
suivant. 

66. Problième. Étant donnés deux trinômes Fo=(Ao Bç AJ et^=(û^ b^ a^ im- 
proprement équivalents, n* 36, trouver une transformation impropre de F^ en /^ , 

19 
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soityi=a/-f-2i/f/-|-^i'^ '^ polynôme impreprenient équi valent au polynôme 
Fq = A,^+ 2B^jr+ A^y , il est évident que le polynôme g^ = a^—'lh^pqAç-a^if 
qui est opposé àyj sera proprement équivalent à F^, on cherchera donc, par le 
problème précédent, une transformation propre de F^ en gi, soit a;=ao/74-ft^> 
y^=''^^P'\'^Jl le système qui opère celle transformation , il est certain que F^ 
deviendra f^ par le système x^^=(t4 — p^w , y=^ 7/ — J^w , et que cette dernière 
transformation sera impropre. 

• 

Observaxioit. Si on a bien compris Tensemble des deux problèmes sur Téqui- 
valence et sur la transformation propre de deux trinômes dont le Déterminant 
est négatif, on doit reconnaître que ces principes constatés établissent un fait 
rigoureux et qu'une induction attentive pouvait prévoir. Deux trinômes quel- 
conques^ de même Déterminant négatif, seront équivalents, pourront donner 
lieu à une transformation , lorsqu* après avoir calculé les deux trinômes réduits 
correspondants f on pourra, soit sans, soit avec t emploi de ces derniers, 
constituer une série de trinômes contigus ^ série dont les trinômes primitifs 
donnés, seront les trirUimes extrêmes. De là on déduit la règle suivante, pour 
la recherche d'une solution , en nombres entiers , de Téquation soumise à 
l'examen actuel. 

67. Étant donnée à résoudre, en nombres entiers, une équation 

dont le Déterminant (B^,)' — A^A^ est — D; on obtiendra d'abord une solution 
Zj ^1, le nombre z^ n'étant pas supérieur à -3- de l'équation auxiliaire 

Z*+D = M.S, 

et cette dernière recherche reçoit, des principes posés dans notre première par- 
tie, un caractère pratique qui lui manquait jusqu'ici. Cette solution z^ s^ étant, 
s'il y a lieu, obtenue, on aura deux trinômes (A^ B^ A^), (M z^ s^ de même Dé- 
terminant négatif; on cherchera les trinômes réduits inhérents : de là , s'il y a 
lieu , c'est-à-dire si les trinômes réduits offrent l'un des trois états relatifs sui- 
vants : 1 "" identiques, 2* opposés avec la condition 2B„ = A^, 3® opposés avec 
la condition d'égalité de tous les termes extrêmes, de là, disons-nous, on dé- 
duira que la solution z^ s^ est liée, appartient à une solution de l'équation primitive 
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proposée : on pourra donc établir la série de trinômes contigus : 

(A, B, A,)(A, B, A.)(A. ...s,)(s,±z, M). 

Delà, par conséquent, on déduira une transformation de F^=(A^Bç A^) en 
f^={s^ Zj M), et si, x^jr^j x^jr^ étant les indéterminées de ces trinômes, cette 

transformation a lieu par les valeurs ^o=^-^i4"Po/i ^o=ytf^i"l"^a7i> ^° *"^^ 
les deux faits suivants : i*x^=Pç ^^=J^ sera une solution de l'équation pro- 
posée A,(ar,)»-f2B,.r,7o + AiCro)*=M; 2* a:,=a,7,=7, sera une solution 
de l'équation conjuguée A,(a:J+2Bo:r,j,+ A,CrJ=j,. 

Ex£jifPLE. Soit réquation pi*oposée 

[A] 49(^o)*-H8x,7,+317(7j=2221, 
et, par suite, soit Téquation auxiliaire 

[B] Z»+ 12052 = 2221 S. 

Cette seconde équation doit être résolue en suivant la méthode indiquée dans 
la partie précédente^ n~ 41 , 42 et suivants, c'est-à-dire doit être transformée 
en une autre dont la forme est a;*-!- r=P.7; les nombres r et P étant positifs, 
le premier étant inférieur au second, et celui-ci étant premier absolu : cette 
transformation a lieu, dans le cas actuel, par l'égalité S == ii -f- 5, et Téquation [B] 
devient 

[C] Z«-f947=2221tt. 

Enfin, celle-ci, soumise aux essais indiqués n"* 47, donne 2221 .4=1 9*-|-3\947; 
de là, n* 46, tableau VII, 3/i + 1 =19, /i=6, /i*-f-r=983; donc w=3932, 
Z=±2955, et, par suite, S=248, Z,=±734. U solution x, = 248, 
«i=— 734 est liée, appartient à une solution de l'équation primitive proposée : 
on a effectivement, en suivant la règle indiquée n"" 62, le résumé suivant, qui 
n'a pas besoin d'explication : 

49 —59 317 2221 —734 248 

317 -f-59 49 Trinôme réduit 248 —10 49 
Trinôme réduit 49 —10 248 
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Les deux triDÔmes réduits sont identiques ; on a donc la série de trinômes 
contigus : 

(49 —59 31 7) (31 7 +59 49) (49 —10 248) (248 —734 2221). 

Le problème n"* 89 établit le passage du premier au quatrième trinôme, et si 
Xj /j désignent les indéterminées de ce quatrième trinôme, la transformation a 
lieu par les valeurs ^,=— a:, + 47, , 7o=— ^, + 3^, ; par conséquent, 
1* ^0=^7 7o*=3 est une solution de Téquation proposée 

Ji9{a:,y — 1 1 8^o7«+ 31 7(7,)» =221 1 ; 
2" a:^==: — 1 , jr^= — 1 est une solution de Téquation conjuguée 

49(:rJ-.118^,r,+317Cre)' = 248. 



RECHERCHES SUR LES TRINOMES DONT LE DÉTERMINANT EST POSITIF NON CARRÉ. 

DES TRINOMES RÉDUITS. 

68. Étant donné un trinôme (A, B, A,) dont le Déterminant positif non carré 
est+D=(Bj— A,A„ nousappelons trinôme réduitlesymbole numérique (a/^aj , 
qui représente un trinôme équivalent au trinôme donné, quiest^ par^conséquent, 
comme ce dernier, une solution de Téquation Z* — D=M.S; mais le trinôme 
réduit vérifie, en outre, les conditions suivantes : T le nombre b^ est positif et 
est inférieur à ^D; 2* le nombre a^ entier, est compris entre v^D—A^ et v/D-|-A^. 
De ces conditions, on déduit : 1* que les nombres entiers a^ et a^ sont de signes 
contraires; 2* que la valeur absolue, soit dea^, soit de a^est inférieure à 2v/D. 

69. Lemme. Étant donné le trinôme (A, B^ A,), qui représente une solution de 

réquation Z* — D=M. S, tout nombre entier B, qui vérifie l'égalité ?i^i-?=/i 

le nombre n étant entier, donne un trinôme contigu, par sa première partie, 
au trinôme donné. On a, en effet, 

B•=(Bo7-2BoA,/^+(A>^ ou B«-D = (BJ-D — A,(2B^-A.n»), 
ou B»— D = A,(A,— 2B^ + Aj/i*) ou enfip B*— D=Ai.A, 

La lettre B représente une suite indéfinie de nombres entiers ; un de ces nom- 



DEUXIÈME PARTIE. 149 

bres^ un seul, B^, est compris entre les limites ^ et y^ =p Â^, en adoptant pour 
cette seconde limite le signe qui sera contraire à celui que présente Â^ dans le 
trinôme proposé ^ adoption dont le résultat est caractérisé par la circonstance 
suivante; dans les deux cas (A^^B^+Aj), (A^^ B^ — A^) que peut offrir le trinôme pro-» 
posé 9 si Ton considère comme positive la grandeur absolue de A^ , les limites 

du nombre B^ doivent être y/D — A^ et ^D. Désignons par h le nombre entier, 
immédiatement supérieur à l'expression incommensurable \/D; formons la 
suite naturelle des nombres entiers h — A^, A — Aj-f-l» ^ — A.^4-2, 
h — Ai-j-3 ... h — 3^ h — 2; h — 1 ; quel que soit l'état relatif de h et de A,, ces 

termes, dont le nombre est A^, sont compris entre /D — Aj et \/D ; si le premier^ 
h — Aj, ajouté à B^, donne un multiple exact de A^, on a Bj=A — Aj, nombre 
placé entre les limites assignées; si le fait précité n'a pas lieu, le nombre 
B^-|-A — A| devra, soit positif soit négatif , être augmenté arithmétiquement 
d'un nombre entier H inférieur à A^, et tel que la somme B^-f- A — A^-f-H soit 
un multiple exact de A^; or, le nombre k — A^-f-H, qui représente alors B^ sera 

manifestement entre les limites assignées >JD — A^ et ^D : remarquons, d'ail- 
leurs, que le nombre A^ — 1 étant la différence que présentent les termes ex- 
trêmes de la suite précédente, il n'y a pour cbaque cas hypothétique qu'un seul 
nombre H admissible, et il n'y a, par suite, qu'un seul nombre B^ qui réunisse 
les conditions exigées. 

70. THioRÈME. Étant donné un trinôme (A^ Bq A^) qui représente une solu* 
tron de Téquation Z' — D=M.S, il existe un seul trinôme réduit équivalent 
au trinôme proposé , et Ton peut obtenir ce trinôme réduit par une suite de 
trinômes contigus : parmi les valeurs de la lettre générale B, employée dans le 

lemme précédent , on adoptera celle qui est comprise entre /S et y/Dzpk^^ en 
suivant, pour le signe de cette seconde limite, la règle indiquée; soit B^ cette 
valeur, on aura ainsi le trinôme (A| B^ A,) contigu par sa première partie au 
trinôme primitif; si la valeur absolue de A, est inférieure à celle de A^, le nou- 
veau trinôme (A| B| A,) sera le point de départ d'une opération semblable à 
l'opération précédente ^ et donnera un trinôme (A, B, A,), etc. ; on continuera 
le même genre d'opérations jusqu'à ce qu'on obtienne un trinôme (A^B^ A^^), 
dans lequel le nombre S.^^ est non inférieur à A^; et cette circonstance aura 
lieu, puisqu'une suite de nombres entiers A^ A, A, A^, etc., ne peut décroître 
indéfiniment; le trinôme (A^ B^ ^m+i) équivalent n® S7 au trinôme primitif 
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donné sera le trinôme réduit cherché : on doit actuellement démontrer l'exac- 
titude des conditions, 1" A^ et A,^, nombres de signes contraires; T B^ 
nombre positif inférieur à v'D; 3*" valeur absolue de A^ comprise entre \/D— B^ 

et ^D-f B^. 

r Le trinôme final obtenu est (±A„ B^ A^^) et le nombre B^ est par hy- 
pothèse compris entre v/D et ^D qz A^ ; le signe à choisir, pour cette seconde 
limite, étant contraire à celui que le trinôme offre pour le terme A„; il suit de 
là que si Ton pose les égalités 

[G] V5-B«=/i, [H]' B,— (v^qiAO=^, 

les nombres p eiq sont essentiellement positifs ; de [G] et de [H] on déduit 

[K] ^+2y;i+2/>\/D = D~(BJ+(A^)', 

et la condition (B^)^ — D = A^. A,^ donne à l'égalité [K] la forme 

' ^•+25rp+2/^VD=(AJ«-A«.A^; 

par conséquent le second membre de cette égalité étant essentiellement positif, 
le nombre A^ n'étant pas supérieur à A,^ , on est assuré que les nombres À„ 
et A,^ sont de signes contraires ; 

2** Des conditions A^ = •< A,^ , A„ et A,^ de signes contraires , 

(B^)*— D=A^.A^, on déduit 

B^(val, absolue) < sjlû A^. A,^ (val. abs.) <D A^ (val. abs,) < ^D; 

donc par suite on a y^D qp A^ nombre positif, et par conséquent le nombre B^ 

compris entre ^D et sfDzpk^ est positif; 

3*^ Le nombre \/DzpA^— -B^ étant égal à — y, est négatif; le nombre 

VD =f: A„, -f- B„ est positif; et par suite , en rappelant le choix à faire pour le 
double signe de A^, on reconnaît que ces conditions donnent, dans le même 

ordre, \[D' — A^ — B^<0, yfù — A^-|-B^>0, ou la valeur absolue de A^ 
comprise entre VD — B^ et \/D -|- B«. 

Le trinôme (zbA^ B^ ^nH-i) ^^ ^^°^ ^^ trinôme réduit, et son mode de créa- 
tion prouve que Ton peut toujours calculer un trinôme réduit lié, par une suite 
de trinômes contigus , à tout trinôme donné ; par exemple le trinôme (20 14 4) 
donne la série (4 14 20)(20 6 — 4)(— 4 10 4); le trinôme (956 366 140) 
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donne la sërie (956 366 UO)(UO —86 52) (52 —48 4) (4 10 —4), et 
chaque trinôme extrême est réduit. 

71. Théorème. Soit un trinème quelconque (Â« B^ ki)^ soit aussi le trinôme 
réduit correspondant (a^ b^ — •^)> nous admettons, pour faciliter Texplication, 
rétat positif de Oo : le dernier trinôme donné amène nécessairement deux tri- 
nômes réduits (— -€ij b^ a,) et ( — a_, b^ a^), qui sont contigus au trinôme 
réduit donné et contigus de telle manière , que si avec Tensemble on forme 
une série comme il a été indiqué ci-dessus^ le premier trinôme réduit {a^ b^ — a^ 
serait placé entre les deux autres; ces deux nouveaux trinômes réduits sont 
dans les conditions précitées seuls admissibles : 1® le trinôme primitif donné 
(^ ^0 — ^i ) est une solution de Téquaiion 7? — D = M . S , et le nombre a^ est 

inférieur à V5-[*^oî *'"sî 'e nombre a^ est compris entre ' ^ et JJ. % le 
nombre n étant positif et entier^ le trinôme réduit contigu est alors 

(— «1 na^ — b^ a,); en effet, de a^ < ^ "^ ^ on déduit na^ — b^ < V5 ; de 

^i>^T:fr ^" ^^"^^ «1 >\/D —(«/!,— ^); de *o<\/D on déduit 
«1 < VD +^^^1 — ^«J 2** le trinôme primitif donné est {a^ b^ — aj, et le nombre a^ 
est inférieur à y^D -f-é^; ainsi le nombre a^ est compris entre ■ ■■ '^ ' - ^ et ^^/^ 5 



le nombre p étant positif et entier, le trinôme réduit est alors ( — a^ pa^ — b^ a^\ 
en effet , de a, < )!R±h on déduit pa,—b,<yjD; de a, > ^^^^' on déduit 

ûo> s/D — (pa^ — ij; de b^<i V^ on déduit «^,< VD-j-/;^^ — 4^. Chacun de 
ces trinômes réduits est, dans sa position , seul admissible; constituons en effet 
la série ( — a_, pa^ — b^ a^ (a^ b^ — a^ ) ( — a., na^ — b^ a^) que nous écrirons 
comme suit ( — a^ b^ a^) (a^ b^ — aj ( — a^ b^ a^) : si dans cette dernière série 
le trinôme ( — a^ A, a,) qui suit le trinôme primitif donné, pouvait être rem- 
placé par un autre trinôme également réduit (— a^ b^ «,), la différence entre A, 

et i, serait un multiple de a^\ soit donc i,=aj-|-ij; or, la condition a^ > y/D — A, 

donne a^ -(- 6^ > v^D ou 6, > VD ; donc le trinôme («— a^ b^ a,) ne peut être 
un trinôme réduit. 

72. Thiéorème. Tous les trinômes réduits, dont le Déterminant est le même 
-f- D , 1 ^ sont en nombre pair ; V sont distribués en périodes dont le nombre 
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de trinômes est également pair : soit en effet un trinôme réduit (a^ 6^ — a^ , si 

le nombre a^ est placé entre ^ J^. ^ et ^ — -^-— ^, le trinôme réduit contigu sui- 
vant sera ( — a, na^ — b^ — a,), ou si Ton pose /la^ — à^=bi sera ( — e/^ b^ a^ ; si dans 

ce dernier trinôme , le nombre cl est entre - — ïj^ et - — ^t-J le trinôme con- 

' ^ /^ + * p 

tigu suivant sera ( — û, /?a, — i, Oj), ou si Ton pose pa^ — b^z=zb^^ sera 
(oj è, — n,) , etc. Or, le nombre total des trinômes réduits de même Détermi- 
nant -|-D est limité; ainsi ^ après un certain nombre d'opérations, le premier 
trinôme réduit employé reparaîtra et quels que soient les signes primitifs que 
présentent les termes extrêmes de ce premier trinôme, il est manifeste que 
cette répétition aura lieu après un nombre pair d'opérations. Ce théorème 
donne une méthode très-simple : 1^ pour constituer la période d'un trinôme 
réduit donné ; 2^ pour distribuer en périodes tous les trinômes réduits dont le 
Déterminant est -j- D ; pour cette seconde recherche, on obtiendra un premier 
trinôme réduit , on calculera comme il est dit la période inhérente à ce trinôme, 
si cette période représente tous les trinômes réduits * , c'est-à-dire toutes les 
solutions, dans les limites indiquées , de l'équation Z* — D = M.S, l'opération 
sera terminée; s'il n'en est pas ainsi, on calculera un trinôme réduit étranger 
aux trinômes réduits connus et on renouvellera l'opération sur ce dernier 
trinôme ; ainsi de suite. 

73. Thiêorème. Étant donnée une série de trinômes réduits contigus, c'est- 
à-dire étant donnée la série 

(«a K — «i)(— «1 *i ^(^ K — ûb) {fhm *«i — «ttH^)(— ^+1 *t«+i ^-n) 

en admettant, pour fixer les idées que le nombre a^ soit positif : on a 
démontré, n® S9, que si, dans ces conditions, on pose les égalités sui* 

* Si on désigne par {a^ h^ — Oi) le symbole numérique de tous les trinômes réduits , dont le 
Déterminant est -|- D , plusieurs procédés peuvent donner les diverses valeurs que prennent les 
lettres Oq» h^y ^> c'est-à-dire peuvent vérifier l'ensemble des opérations consignées dans le 
numéro précédent ; parmi ces procédés nous citerons le suivant : on choisira pour b^ tous les 

nombres positifs inférieurs à ^ , et pour chaque valeur de h^ on décomposera le nombre (^g)* -* D 

de toutes les manières possibles en deux facteurs qui soient compris entre v/D — b^ et y^D -|-^o • 
abstraction faite du signe, un de ces facteurs sera a^^ il est évident que chaque décomposition 
donnera deux trinômes réduits. 
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vantes^ les nombres h^ h^ h^j etc., étant entiers et positifs : 

If** 1. N« 2. K« 3. 

oi =0 Pi =— i 

«1 =Pi pi =r AjPj 



—a, 


=-^ 


bi + b. 


=+A. 


bt + b, 
—à 

m 


• 


■ 

— «iw-i 


• 
• 

= -\rb^ 




^^^^^^1 




'=+^1^. 




N« 4. 




Ti =i 




Yt =^ 




Ys =5i 



«8 =Pl Ps = ^Pf Pi 

• • • • 

• • • • 

• • • • 

«f» =^ Pim = ^PlM-1 — Pl»-fl 

««w^-l = Pfm Pft»4-1 = — ^iM+lPlM — Plii^-l 

aii»-*« = P»M4 PiM^ = ^iwTiptaH-i — Pî» 

■ 

K" 8. 

5i = — A^ — Si 

Y*» =^t»-i ^tai = ^<iM^tai-l — S|«-f 

on a démontré, n® 59, que la transformation du premier trinôme (a^ b^ — a^) 
en un trinôme de l'ordre p , a lieu par le système x^ = eyr^ -j- ^^y^ , 
^o=Tj^p+*prp en admettant que les lettres x^jr^, ^iJTi, ^,7,...a:^7p... ar^^^ 
soient, par ordre, les indéterminées des trinômes contigus successifs; exami- 
nons la nature des nombres 

ït i* Y» ^' Ya ^""yi» Si>.-4 * Yi«+i ^^ 

A cet effet, éliminons 1^ des égalités de la colonne n"^ 3, les quantités ^, 
^ ^, etc. ; 2^ des égalités de la colonne n"* 5 les quantités \ \ \^ etc. , on a 

Pi=-1 =— B,, 

P,=^ A^-B.) =~(^B0 =-B., 

^=-^(-B.)+B,=+(A, B,+BO =+B„ 
P,= A,(+B.)-fB,=4.(A,B,+B,)=+B„ 

P.=-^+BO-B*=-(^ B,+B,)=-B„ 
ft= A,(-BO-B,= -^(^ B,+BO=-B., 
ft=_A^_B.)+B,= + (A,Be+B,)=+B„ 

20 
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^1= — ^1 ' = — ^> 

*.=— ^(— ^)+^=+(^-l-^)=+A., 

*,=— ^(— A,) + a,==+(Aa-|-a,)=4-a„ 

etc., etc. 

La loi de formation de ces nombres est bien connue , elle est , aux signes près , 
celle qui caractérise la transformation d'une grandeur en fractions continues , 

et si l'on établit les valeurs des expressions ^ , -, -, etc. , on a 

«i_o «._^_i ?» — ê? 2? •!* — & h '^ — h=i — h± rfr 

et on reconnaît que ces quantités 1 ^ ont toutes le signe de a^( dans Tétat actuel 
nous avons admis , mais seulement pour fixer les idées , le signe positif) ; 
2"" sont les diverses réduites d'une grandeur L transformée en fractions con- 
tinues j grandeur dont les quotients incomplets sont h^h^h^j etc. ; or, notre but 

est de prouver l'exactitude de Tégalité L= ^ ~" ^ , c'est-à-dire de prouver le 
lerame suivant : 

74. Lemme. Les quantités -, -, !|', etc., sont les réduites consécutives de 

Texpression ^ — ^^-^ transformée en fractions continues ; constatons d'abord 

que des égalités colonne n"* 1 et des théorèmes 71 et 72 , on déduit les faits 
suivants : 

[1] bi =ai.ht — ÙQ le nombre ^i enU^ , et - — r-î — 

v/D + ^o , , 1 

ou ■ — • =hi 4--, 

ai iq' 

i/D + *i v/D + ^i 

fîl ftj =a,.A, — bi le nombre a, entre ^, ; . et - — -^ — 

ou ' =At + — 

a, M, 
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[3] bi =a^,h^ — bt le nombre a^ entre , , .' et ^ , *" ' 

ou ^ ! =r/<, +-, 

[2w+i] ^t«H-i = ^««H-i • ^î«+i — *«» le nombre £7toH-i entre ^ — ^-^ et i-7-! — = 

ou ^ ^ =At.H.H 

[2m + 2] ^HH.» = ^î-H-1 . ^*H+f — ^1 le nombre a^, entre ^^^j^' et ÂIT^' 

ou ^l±b^=H^+-l-. 

^8hh4 '<lm44 

Ces préliminaires établis , recherchons la nouvelle forme que l'on peut donner 
à la quantité ^ ~ ^ ; or, on a (i^^)* — D= — a^^j ou ^ ~ ' = ^^ » > ou 

° — » ou enfin , si on emploie l'égalité finale de la première ligne 



^ Nl> + W\ 



du tableau qui précède , on a = 7 [H] : examinons actuellement la 

valeur de u^ ; remarquons d'abord que Tégalité finale de [1 ] déjà citée donne 
' <^~^^ = - , ou , en tenant compte de la première égalité du tableau qui 

précède, on a ^ -* = - : il nous reste à trouver la valeur du premier membre 

de cette dernière égalité; or, on a (b^^ — D= — a^a^^ ou ^^ — ^^^* = j-^^c 9 ou 
^ * = rr= ;. 9 ou enfin, si l'on emploie l'égalité finale de la seconde 

ligne du tableau qui précède ^ "^ ' = r , et par conséquent - = j- ; 

/4-f-- ^f + - 

«8 . «8 

substituant cette valeur daos l'ëgalité [H] , on a ' * = 7 : on est 



'^ fk + 



A.+ - 

«1 
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donc assuré que les nombres h^h^h^ sont les premiers quotients incomplets 
donnés par la transformation de - — ^-^ en fractions continues , et la généralité 



ûb 



de cette loi sera une conséquence de l'exactitude d'une égalité de la forme 
M,^^=A^^-j ; or, si l'on conserve les notations adoptées, on a 

^O V/P + ^» __yL I L ou V^^+^»~^'«»H.i^l|H-i _ ^ 

OU enfin , si l'on emploie l'égalité |^^^' = — Ash-i» ^" ^"*'^ 

rpi i^ziissi = J- ; 

"- -■ <V-» "»+» 

2 (é^)'-D a^.«^ou-^— — -;^:p-, ou -^— -- . ^D^^ y 

ou enfin, si l'on emploie l'égalité correspondante ^ "*" ^^^ = /ig^^-] , qui 

appartient au tableau précédent , on aura 

[Q] .^1^1 ~ ^+-L 

T^ comparaison des égalités [P] et [Q] démontre l'exactitude de Tégalité 
w^^==A,p^-| et par conséquent prouve la vérité du lemme énoncé. 

Les fractions-, -, -etc. ont, avec la quantité sfénératrice L= \ les 

Yi T« Y8 ^ ^ «0 

relations bien connues, relations parmi lesquelles nous remarquerons celles 
qui nous seront utiles, 1^ les réduites impaires ^, -, - etc. croissent, sont au- 

dessous et s'approchent indéfiniment de L; 2" les réduites paires -, "-, -etc. 
décroissent, sont au-dessus et s'approchent indéfiniment de L; 3° la quantité 
L est placée entre deux réduites consécutives; 4® les réduites -, -, -etc. sont 

Ti Yt Ys 
E 

irréductibles; 5"* toute fraction p, dont la différence avec L est inférieure soit 
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à L — ^^, soit à 5^ — L vérifie les inégalités E>a,p4^, E>a,,p^, F>y^^, 

La valeur positive donnée au nombre a^ facilite Texplication : si Ton admet 
la valeur négative de ce nombre , un calcul semblable au précédent démontre 

que les fractions - , -, - etc. ont le signe négatif et sont encore , en valeur 

absolue, les diverses réduites de la quantité ^ transformée en fractions 

continues; on peut donc établir Tétat relatif suivant des grandeurs citées, 
c'est-à-dire classer les réduitesde la quantité génératrice par ordre de grandeur 
de la manière suivante : 

«1 «• «• Qt|i-fl T yP Pq «tw+l «•«*«! 

— • ~"« — ••••• "^~^'~ ■ • • • • Mj OU ' • • • • • "^~^'~ ••••• — • — j — • 

Yi tt Y8 t*m^ ^ Ttii.44 Y« Y* Y« 

Nous avons jusqu'ici examiné les trinômes réduits qui suwent le trinôme 
réduit primitif donné (a^ \ — flj; faisons un examen analogue pour les trinômes 
réduits qui précèdent le trinôme réduit donné : Temploi des notations néga- 
tives régularise Tensemble et donne la série suivante : 

[a_(,B„.iD ^-<*i«+t) — fl-i«+i] [ — ^-(fcM-i) b'(^m^\) ^~u^ 

[—«-s b-^ «-«][''-! b-Ji «-l][ «-I ^-1 ûo][^0 h «l] 

Si nous indiquons par x^ jr^^j x^jr^^ -^^-s JK-s-*") l^s indéterminées des tri- 
nômes réduits antérieurs à ce premier trinôme ; enfin , les lettres a^ p^ 7i ^i ^ ^ Ps 
7, $2 etc., ayant été, par ordre, les coefficiens des indéterminées dans la trans- 
formation du trinôme {a^ b^ — a^ en un trinôme quelconque de la suite qui a 



* La première partie du lemme actuel conduit immédiatement aux cinq propositions connues 
et énoncées sur les réduites ; toutefois ce passage demande peut-être quelques éclaircissements ; 
on a vu, n^ 89, que la loi des nombres ai=^pi, «8=^9 etc., Yt=^i9 Ys=^' ^^^*» n'était pas exac- 
tement celle qui régit la formation des réduites d'une fraction continue , mais si dans l'emploi 
actuel que l'on fait de la loi du n^ 89, on remarque les trois faits suivants : i° les quotia[its 

incomplets — h\ , — //j — ^fc»+.i sont négatifs ; 2" dans le calcul des nombres «i , «s • • • • Yt> Y»- •• • » 

la formation d'un terme quelconque exige , non l'addition , comme dans la loi relative aux fraction^ 
continues, mais la soustraction du terme antépénultième ^ d"" les formes finales sont toujours les 

a 6 
résultats de divisions , c'est-à-dire sont — ? = -^ , etc. : si , disons-nous , on tient compte de ces 

Yi ûj 

trois circonstances, on reconnaîtra, et même on pourra facilement démontrer d'une manière 
générale , que toute complication de signes disparaît dans le résultat final , lequel présente exac- 
tement l'ensemble des réduites indiquées dans le texte. Remarquons aussi que les théorèmes , 
qos 72 et 75, donnent la période inhérente à tout trinôme réduit dont le Déterminant est -j-D, 
évitent ainsi la recherche et le classement en périodes de tous ces trinômes ; opération pénible et 
jusqu'ici indispensable dans la résolution des équations dont le Déterminant est positif et non carré. 
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été l'objet de notre premier examen ^ si nous posons les égalités a^=i , ^^z=zO , 
yç=0, ^0=^ 9 ces quantités constitueront les coefficients des indéterminées ^o^o? 
pour la transformation du trinôme réduit (a^ b^ — aj en lui-même ^ et si alors 
nous désignons par ol^ p^^ y_^ J.^, a^ P-,7-^ ^~«, «-» P-« T-s ^-«•••- les coef- 
ficients nécessaires pour les transformations du trinôme réduit primitif en un 
quelconque de la série antérieure , la nouvelle suite fera avec Fancienne , une 
seule suite générale prolongée à Tinfini dans les deux sens , et les formules de 
transformations nouvelles donneront le tableau suivant : 

N» 1. N» 2. N« 3. 



ûo 



= Ao a-i = ^ P-i =i 



b^ + *-i • 

= — h^ a_^ = — A«i.a_i — i p^ =ol^ 



— «-1 






«-« 






A.ig„ «-(Ib,+1)= A~tm-a..tm Œ-<|«^-|) p_ft,|,+|)=a. 



N» 4. N« 5. 

T-i =—1 U =0 

Y-« = A^-Y-i — Y-i 5_8 =Y-* 



Y-(»-.+i)= ^'-im-Y-i* — Y-<ï«-i) ^H*-H.i) Y- 



Éliminons 1"" des égalités de la colonne n® 2, les quantités o^i, a^, etc., 
2*" des égalités de la colonne n** 4 , les quantités y^ , 7^, etc. On a les résultats 
suivants : 

a^= — A^ ' (A^)— •• = — (^-1^ + 1 ) = — A^ 
a_= k^ (— A^) — A^ = — (A-A-i + A^)=— A., 

a-,=— A-, (— A^)4-^ = + (^-^-.+ ^-^) = + ^-^ 
ûU,= h^ (A^)+^= + (^-*^ + ^) = + ^-^ 

etc. etc. 
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Y. - 





r-.- -1 

y-.— A-.(— r_0 — ^-.r_ —\ 
Y_— A^( r_,) r__ ^_^r_+r_) -] 
y^— A_( r_) — r_— A,(r_+r_) - 
y^_ A^(_r_)--r^ _(^r^+r,)— 


-r_, 

-r-, 
-r_» 
-r_, 



etc. 

La loi qui régit ces grandeurs est celle qui a étë indiquée dans le cas analo- 
gue précédent^ et si Ton établit les valeurs des expressions -, —, —, etc., 

on a -=T? — = — j^ 9 ^ = "^T~^» ^^^' et on reconnaît que ces quantités 
1^ ont dans le calcul actuel le signe négatif, c'est-à-dire un signe contraire à 
celui de a^; 2"* sont, en valeur absolue, les diverses réduites d'une grandeur L,, 
transformée en fractions continues , grandeur dont les quotients incomplets 
sont h^, h^y h^y etc.; or, on peut démontrer le lemme suivant; 

7S. Lemme. l^s fractions : — 2-% — ^, — ï=^, etc. , sont les réduites con- 

sécutives de la quantité ^ = ~^ "^ % transformée en fractions continues. 

Constatons d'abord que , des égalités colonne n" 1 précédente , des théorèmes 
n"* 72 et n*" 73, on déduit les faits suivants : 



6-1 = «0 . A 



'"O 



— b. 



ou 



6_S=<ï-l.^-l 



-b^x 



^_4=fl_,.//. 



— b. 



ou 



le nombre o^ 

— "Z ~''o 

le Dombre a^i 

le nombre a^ 



entre - . — ~- et - "^ 



A) + l 



Ao 



+i 



«i, 



entre >^+V et y'^ + *-' 



A-. + 1 



A-i 



+i 



entre 






et 



h^. 



+i 



b^4m=^a.jtn . A-4m fe 



OU 



^ -<tm+l) — «-(tm+i) • ^-(Im+l) — ^-(lm-»-l) 



OU 



le nombre 

V^D+6-im _ 



entre 



= A. 



+ 



v/D + 6. 

• 1 



et 



v/D-f& 



/i-. 



tf. 



\/P + 6-CtoH-l) _ j^ 4 



le nombre ^-.(Ihh^) entre 2L- 



fl_(lm+l) 



W_(jm+1) 
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Recherchons la nouvelle forme que l'on peut donner à la quantité — - — ^^■ 



Or, on a (èj* — D ^ — a^a, ou 



-v/D + i,_ -a, ^,, -^/D±K. 



311 enBn, si l'on emploie l'égalité finale delà première ligne du tableau précédent^ 
~^ "^ '^ 7 [K]. Examinons actuellement la valeur de u, : remarquons 

i' abord que l'égalité finale déjà cit^e donne - — ^^-^ — -*-^"=: -, ou, en tenant 

M>mpte de la première égalité du tableau précédent, on a ■ ~ ..-l = - : U nous 
•este à trouver la valeur de celte dernière expression; or, ona (b^y — D=— a,a„ 



,/D — b_x a-, V^D— i-i _ 



, OU enfin, si l'on emploie 



'égalité finale de la seconde ligne du tableau précédent, -■ "' = j 

"' A-i+— . 

«-1 

Substituant alors convenablement dans l'égalité [K], on a ^ "^ ' =: j 

A.,+-. 
«-. 

La loi générale sera prouvée, comme il est dit dans te cas analogue précédent; 
l>ar conséquent, le lemme est démontré, et l'on peut établir, comme suit, l'état 
relatif des quantités -, —, -^ etc. et L,, savoir: 

i! Izî !=• .... L IzS ïz? Iz.'. 

2es grandeurs ont entre elles les relations inhérentes aux fractions conti- 
lues, relations indiquées dans la partie analogue du cas précédent, et notre 
■emarque sur l'état positif ou négatif du nombre a^ est pleinement applicable 
tu cas actuel. Constatons, enfin, que les relations qui existent : \' entre les 

raclions -, -, -etc. et L=iJ^ -*; 2' entre les fractions -, —, ^, etc. 

;t L,= — - — -^. peuvent donner la période inhérente à tout trinôme ré- 
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duit donné; mais ce procédé estnioins simple que celui qui est indiqué n^72 *. 

76. Lemme. Si le trinôme réduit (a^ b^ — a^), dont le Déterminant positif 
non carré est -f""^» devient le trinôme réduit (A,> B^ — AJ, par le système 

a:^= «r^^i-f" Po^i 7o == Tr^^i 4" ^o^i M * la quantité ^ ~ ° est comprise entre 



«0 



~ et Ç?, pourvu que Ton n'ait ni -^^=0, ni ^^=0^ c'est-à-dire pourvu que les 

limites soient finies; en prenant le signe supérieur du radical, lorsque les limites 
précitées, d'une part, et le nombre a^^ de l'autre, ont le même signe; et le signe 
inférieur du radical, lorsque les limites, d'une part, et le nombre a^, de l'autre, ont 

des signes contraires ; 2*^ la quantité — ' ^ est comprise entre - et g?, pourvu 

quel'on n'ait ni Oq^O, ni ^0=0^ et en prenant le signe du radical comme il est 
dit précédemment. Remarquons d'abord que l'énoncé général de ce lemme ad- 
met implicitement que les limites ont le même signe : or, e(Tectivement, cette 
circonstance a toujours lieu; la transformation de (a^ b^ — a^ en (A, B^^ — A,), 
par le système ^o= a^j+ p./^ jr^z=. ^^^^\jr, exige que les nombres a, % 7, \ 
obéissent à la condition a^^^ — ^^^=z\ ; donc les limites présentent des fractions 
irréductibles; en outre, de cette même condition a^^^ — PoYo= ^ ^^ déduit que 

les nombres fractionnaires -, ?, -, |^ ont le même signe**. L'hypothèse 

Yo Oj «0 po 

admise dans renoncé donne les six égalités suivantes, dont les quatre dernières 
sont des déductions des deux premières : 

[1] <«.)*+2^.«.T.-<Y.)' = A, [2]' û/P.)' + 2W.-«.W=-A. 

L^J Y.- â, t^l ï- 



«• 



[5, i.=±^i^v^zi [6, ^=±W^. 



* Les trinômes réduits dont le Déterminant est -f-D sont distiîbués en périodes dont le nombre 
de trinômes est pair, n* 72 ; par conséquent chacun des deux groupes » 1* ^1 > ^t /<8«*-* ^n-i> fUj 
î* h^ =k^^ , h^i = h^^ .... /i_(»-i) = Aj , A-<»-io = ^ » ^-{n-i) = *i f lié à la même période , offre 
un nombre pair de termes et reparaît dans le même ordre indéfiniment ; si donc chacune des 

expressions i—— -2 Hi — IÎI-5 est, dans les conditions stipulées, réduite en fractions dites 

continues , chacune de ces dernières fractions présente des dénominateurs ou y comme on les 
nomme, des quotients incomplets en nombre pair, lesquels reparaissent ensuite dans le même ordre : 
on retrouve ainsi le théorème bien connu sur la réduction d'un radical carré en fractions continues. 
** Voy. note du n* 77. 

21 
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Chacune des deux circonstaDces indiquées dans Ténoncé général présente 
deux parties, et Texplication sera plus claire en la subdivisant consme suit : 

1" Partie du P Cas. Les nombres a^ et - y ^^^^ 1^ même signe; par suite, 
les produits ^^ , ^ sont positifs ; on doit donc, dans chacune des équations 

Yo *© 

[3] et [4], adopter le radical à Tétat positif; d'ailleurs, les nombres Â^ et A^ ont 
le même signe; ainsi la quantité \/D est certes placée entre \/R-|"7^ 

et i/D — ^ ; par conséquent !l5Lz1^ est entre -• et h 

V ("o> ^0 Yo ^0 



a. 



IV Partie du IP Cas. Les nombres a^ et 2-®, ^ ont des signes contraires; 

*o Po 

par suite , les produits ^^, ^ sont négatifs, puisque les nombres a^ et a, ont 

*o Po 

le même signe; on doit donc, dans chacune des équations [5] et [6] adopter le 
radical à Tétat négatif; d'ailleurs les nombres A^ et Aj ont le même signe ; ainsi 

la quantité — s/D est certes placée entre — i/D — ^î et — i/D+^t î par 

■^ V (V V vPo; 

conséquent v i- o ^^^ ^^^ grandeur placée entre ~ ^^ ^ • 

IV Partie du P' Cas. Les nombres a^ et -**, ^^ ont des signes contraires. On 

Yo ^0 

a démontré, dans le paragraphe précédent, que si les quantités a^J -, ^ ont 

des signes contraires, la valeur de '^^^ — ^^-2 est placée entre - et ^ ; or, 1 * les 
fractions -, ^ ont le même signe, et ce signe est celui des mêmes fractions 

Yo ^0 

renversées ^, |; 2^ l'égalité Œy—D=—afi, donne ^^^""^^ = — ^-— ; 

par conséquent, puisque la valeur ^ "^ ^ est placée entre les fractions - et 

j^, l'expression renversée ^ , ou son égale ^ "" - ^ sera une quantité 

placée entre - et r • 

^ Yo ^0 



!'• Partie du IP Cas. Les nombres a^ei ^, ^ ont le même signe. On a 
démontré, dans le premier paragraphe, que si les quantités «p, -, ^ ont le 
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même signe, la valeur de^^^ 2 est placée entre -et j; Texpression renversée 



To ^0 



«0 



,_ -, OU son égale - — ^i^— 2 est donc placée entre - et ~. 

Observation. Si Ton approfondit les quatre raisonnements qui précèdent, on 
reconnaît que le caractère général qui appartient aux deux premiers, ne se re- 
trouve plus dans les deux autres ; ceux-ci admettent implicitement, le premier, 
que les nombres o^ et p^ , le second, que les nombres 7^ et ^^ ne son(pasnuls;or, 
effectivement, ces états nuls sont inadmissibles. I"" Admettons les hypothèses 

a 6 

aj=Oeta^„ -, ^® de signes contraires : l'égalité a^J, — ^^^y^-=i donne alors 

(î^=±1, 'Yo=zp1 ; par conséquent, régalité[1] devient Ao = — ^1; ainsi les 
nombres A^ et a^ , par suite les nombres A, et a^ , ont des signes contraires; 
le radical de Tégalité [4] doit être négatif, puisque Pétat contraire donnerait le 

même signe aux nombres ^ et a^; or, ce radical négatif donne ^°> "^ '^ ^ , 

ou, puisque le trinôme {a^b^ — a^) est réduit et présente a^ < vD-|-^o J ^^ ^ ^^^' 
tainement ^ > 1 , et les hypothèses p^ = di 1 , S^y nombre entier, rendent cette 



ôo 



conclusion inadmissible. 2'' Admettons les hypothèses ^0=^9 ^0 ^^ ~^% r ^^ 

signes contraires : Tégalité 0^8^ — f^^^^=:i donne alors aç=±1 , 5^,==±1 ; 
l'égalité [2] devient ^1= A^, et partant les nombres a^ et Aq ont le même signe ; 
le radical de Tégalité [3J est négatif, et cette adoption est inadmissible, car elle 

n Si 

donne - > 1 • 3" Admettons les hypothèses 7o=0> «0 ^^ ~ 5 ^ ^® mêmes signes ; 

Yo ** <*0 ro 

on a alors oi^=± i , ^,=±1 ; Tégalité [1 ] devient a^= A^ ; ainsi les nombres a^ et 
A^ont le même signe; le radical deTégalité [6] est alors positif , mais de cette 

adoption on déduit la condition impossible r? > 1 . V Admettons les hypothèses 

Po 

^0=0, a^ et -, et ^ de mêmes signes; on a alors ^^=±1 , y5=zp i ; l'égalité 

**o Po 

[2] devient — k^=:a^. Le radical de Tégalité [5] est positif; mais de cette adop-* 
tion on déduit la condition inadmissible - > 1 . 



«0 



77* Thiéorèmr. Si deux trinômes réduits sont équivalents, Tun d'eux est dans la 
période de l'autre. Les trinômes réduits donnés f^ = (a^b^ — a^)^F^=[k^ B^ — A,) 
ont les indéterminées ^o7o> ^^ Y^, ont le même Déterminant -f-D î le premier 
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trinôme devient le second, par le système x^=zAX^-\^ tY^y ^o=/^^o"hs^^o • o° 
a calculé , les nombres A:, /, /?, q entiers ; 1 ® la période du trinôme f^ , c'est-à- 
dire la suite indéfinie, dans les deux sens, des trinômes réduits inhérents a/^; 
2"" les systèmes correspondants qui opèrent la transformation de f^ en ces 
derniers trinômes : les résultats donnés par les calculs sont les suivants : 

y-H» •••• /-a /-i /o /i fi •••• /»>» ®^c. 

a-,,P-«Y-H»5_i».... a-,p^Y^5_, a-i|L4Y-i^-i «iPiYi^ «i pt Yi ^i •• «•• P« Y» ^«•» ^^^■ 

Les couples .rj^i , x^„ etc. x^ jr^^ j;_,, ^_, etc. indiquent les indéterminées 
des trinômes yj, yj, etc. /Li, yi^, etc., chaque système a, p, y, ^ représentant 
fensemble des coefficients de la couple x jr^ qui opère la transformation; ainsi, 
par exemple, x^ = a^r^ -|- p,^, , /^ = 7,^?! -}- ^iXi transforme f^ en /j. Ces préli- 
minaires établis, et rappelant que le système x^^=^kX^'\-lY^^ ^o==/'\"h9'^o 
transforme f^ en F^, nous démontrons que cet ensemble de conditions amène 
Tune des deux circonstances suivantes ; ou bien le nombre k est égal au pren^ier 
terme d'un des systèmes, à a^, par exemple, et alors on a les égalités /=Pm) 
/7='Y^, ^=^^; ou bien le nombre — k sera égal au premier terme d'un des 
systèmes, à o^, par exemple, et alors on aura les égalités — /==Pm> ^-'/'=T«> 
— ^=$^; dans Tune et dans Tautre circonstance ^ on aura évidemment Y^=^f^\ 
la démonstration est une conséquence de Texamen des quatre égalités hypothé- 
tiques. 

[3] a,P-\-2b,lq^a,q'=-~k:, [4] kq—pl=\', 

examinons d'abord et successivement les divers cas de nullité de l'un des nom- 
bres k, l, p, q. 

1» *=0, rëgalitë [4]donne/>/=— <,delà /=±1,/)=zf1, rëgalité[1J 

donne — a^=ik^y l'égalité [2] donne _ ^ =qpy; ainsi dans l'hypothèse ac- 
tuelle , le trinôme F<j= (A^ Bj — A, ) est [— a, ( — bçiza^q) M], il est donc contigu 
au trinôme ^/J=(aj, b^ — a,); et puisqu'il est réduit, il doit, dans la période de^J, 

être placé immédiatement après yi; on a d'ailleurs, n* 59, - _ * = — Ai, et 
par conséquent on a 



i 
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2' 1=0, rëgalitë [4] donne fcq=i, de là *=±1, y=±1, Pégalitë [3] 
donne fli=Ai, régalitë [2] donne b^ — B^=:zt.a^p'f or les trinômes F^ eif^ sont 

réduits , donc les deux nombres ^q et B^ sont placés entre ^D et \/D =p a^ , 
n® 69, suivant que ce dernier nombre est positif ou est négatif, on a donc 
é^,=Bç, et par suite /^=0, de là ±A"=a,p=i , l=^^=Oj /?=y^=0, doq=8^z^i , 
et les deux trinômes f^ et F^ sont identiques ; 

3« />=0, l'égalité [4] devient kq=i, de là A:==t1, §'=±1, l'égalité [1] 
donne a^=\^^ Tégalité [2] donne b^ — Bç=ipa/; on a donc, comme dans le 
cas précédent, b^=:B^j et les deux trinômes ^^ et F^ sont identiques; 

4^ y=0, l'égalité [4] devient ^/=— 1 , de là l=±:i,p=zpij l'égalité [3] 
donne a^=: — Aj, l'égalité [2] donne A,j-|-B^=±a/-; on a donc la suite d'éga- 
lités ±A=a^=Ajj, ±/=p_^=1, ±/?=7^= — 1, y:=^_j=0, et dans 
la période générale indiquée le trinôme F^=(k^ B^ — AJ est égal au trinôme 

Démontrons actuellement l'exactitude du théorème lorsqu'aucun des nombres 
entiers A*, /, /?, y, n'est égal à zéro; et remarquons d'abord que les nombres frac- 
tionnaires " 9 ~9 T> 7 ayant nécessairement le même signe *j ces nombres d'une 

part, le nombre a^ de l'autre, peuvent avoir, 1*^ le même signe; 3^ des signes 
contraires. 

I*' Cis. Les nombres ^o "> "> f > f ^^* ^^ même signe. Si nous conservons 

^ les notations adoptées dans les temmes précédents, et si nous désignons les 
tractions 

i' Y« ^1 Y3 ^ Yi« ï«m-i Y«iM-i Yii YiiM4 ^»iH4 

P^r Ti ?t ?» •••• 9i« Tsbirfi 1Wfi> ®*c- 

'^ Si avec les nombres entiers A, i^ p, q, dont aucun n'est nul et qui vérifient l'égalité kq — /7/=l , 

kl 
on forme les quotients - et - , ces quotients ne peuvent alors avoir des signes contraires ; re- 
marquons y en efTet, que si les deux éléments de l'un de ces quotients, que si, par exemple, les 
nombres X* et /? constituent un quotient positif , c'est-à-dire que si les nombres k et p ont tous 
deux le méipe signe» soit positif , soit négatif; les nombres / et 7 ne peuvent aloi*s avoir des 
signes contraires» c'est-à-dire ne peuvent donner un quotient négatif» conclusion à laquelle 
conduit l'égalité hypothétique kq — pi=:\; d'ailleurs, le signe des deux nombres fraction- 
naires - - est aussi celui des nombres fractionnaires ^ 7. 
p q kl 



ê^ 
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On a prouvé, n"* 77, 1** que la quantité irrationnelle L=^- ? est alors 



^0 



comprise entre - et - ; 2® que les diverses réduites de celte même quantité L 
transformée en fractions continues, sont par ordre les fractions 

Toutes ces grandeurs ont le même signe, et nous admettrons , mais seulement 
pour fixer les idées , 1 ^ que ces réduites sont positives , 2° que dans les deux 
groupes [M] et [N] les quantités croissent par ordre vers la droite. 

[M] L, ii^^lis ou L ^, 

Quelle sera , dans la suite [N] , la position du nombre fractionnaire -? la position 
à la droite de (p, est inadmissible ; en effet , dans tout le cas actuel, la quantité L 
étant placée entre - et -, si l'inégalité - > ?, était exacte, on aurait , 1"" la quan- 
tité <p, placée entre - et -, par suite le dénominateur de (p^ serait supérieur au 

nombre y; 2* la fraction - serait placée entre <p, = et <p,; par suite le nombre q 
serait supérieur au dénominateur de (p,, et ces deux conditions finales impli- 
quent contradiction : ainsi , il est démontré que la fraction - est ou une des 
réduites Çj cp, ç,, etc., ou du moins est placée entre deux de ces réduites. Si, 
après avoir rappelé l'inégalité admise - > -, nous supposons que la fraction - 
est placée entre ç^ et 9»»+,, il est certain que cette hypothèse amène l'éga- 
lité -=(p^_|^: en effet, 1° les réduites 9^ Çj„^ ?tm-H) ^tc-> sont supérieures à 
la quantité L, et décroissent; ^ les réduites ^^^^ ?2m+i Çim-H? ^^^-j sont infé- 
rieures à la quantité L, et croissent; 3** la fraction - est supérieure à la fraction -; 

V la quantité L = ^^ — ^^^^-^ est placée entre - et -; on a donc alors la suite dé- 

k l 

croissante [H] <p^, -,'?,»+,, L, <{^„^; si l'égalilé problématique -= ç^^ est 
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inadmissible, celte fraction - est^ dans [H] , placée à droite ou à gauche de la 
réduite f^^^; or, la position à droite, c'est-à-dire Tinégalité- ^Çîm+u amène 
les conclusions, 1^ la fraction (f^„^ placée entre - et -, par suite le dénomina- 

teur de ç,^ supérieur à /; ; 2" la fraction - placée entre ç^ et ç,,,^ ; par suite 
le nombre p supérieur au dénominateur de ^^^ , conclusions finales contradic- 
toires : la position à gauche, c'est-à-dire l'inégalité - > 9^^ donne les conclu- 
sions, 1^ la fraction - placée entre 9,^^ et 9m+u9 P^^ suite le dénominateur^ 

supérieur au dénominateur de 9»,4^; 2° la fraction 9,,,^ placée entre - et -, par 
suite le dénominateur de 9^4^ supérieur à q , conclusions finales contradic- 
toires; concluons, les égalités - = 9,j„»^ = -^^^* = ^ , sont donc exactes; et 

puisque les fractions -, y^ sont irréductibles, on a p^=ih/, ^^=±5^. Les 
hypothèses premières établissent que le trinôme réduit yo=(^ ^o"^^i) devient 
le trinôme réduit /,„ par le système ^o=a,m^i» + Pimrî~» 7o = T«m^tm + ^im^t.; ; 
on a donc les égalités suivantes liées aux égalités [1], [2], [3], [4]. 

[5] <0* + 2*^^Tlm — «i(T««)' = ± ^îm , 

[6] <^^y-]-mj^—<^^y=^a^, 

[8] ««m^lm — PfmTim=<- 

Si dans l'égalité [8] et aux nombres ^, ^m» ^i^ substitue les valeurs ii=/, db^, 
le résultat est ^oe^— •/<y^=±1 ; or, cette dernière égalité réunie à l'égalité [4], 
donne ^(a^qzÂ) — /(7^=p/? = ou ^^ = -; ou enfin a^ = rl±:/c, 

^^=rq±pi si dans l'égalité [7] et aux nombres o^, p^, y^, ^^, on sub- 
stitue rl±/c, ±/, rqdzfj dtzq^ le résultat, en ayant égard à [2]-et à [3], est 
r( — A|)-|-B^=A^, or, les trinômes F^^ et^ étant réduits, on a certainement 

é^=Bo, par suite r = 0, a^=±A, f^=±p; ainsi l'hypothèse admise - , 

A' ou. 

nombre placé entre 9^ et 9,^,^ , amène l'égalité - = 9^ = — . 



l 
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Si a priori OD avait admis l'égalité - =ip^, on aurait eu ëvid 
±/c = a^f d=/> = Y^, et dans les deux circonstances, 1° la compara 
égalités [\] et [5] donnerait A,=±a^; 2" un calcul analogue au cali 
cèdent et Tait avec les égalités [8], [4], [7], donnerait /-A, -|~fi,=£n>ir 
i^=Bo, par suite r=0, p^^dz/, S^=d=y; 3' l'examen simultané des 
[6] et [3] donnerait — A,:=±a,,^; les deux trinômes réduits F, et 
donc identiques. On peut d'ailleurs prouver que le signe de A' et de ^ 
part, est celui que doivent avoir, de l'autre, les nombres / et y : repre 
égalités Aq — lp=i, ««.î», — P«-7*.=li on déduit 

[Q] *î— //'=«.-«»- M-î 

admettons l'exactitude des égalités a^=-\-A, '{m=-{'Pi l'égalité [i 
nera ^(y— 5^)=/ï(/ — f^) ou - := ~ s^ ' ®' alors les égalités p„ 
S^= — q étaient exactes, ou aurait évidemment /■=/, p^=q, et Is 
tion kq — pl^\, rend ces dernières égaillés inadmissibles. 

T Cas. Les nombres «, -, -, 7, 7 ont des signes contraires: nous i 
rons seulement les points principaux de la démonstration qui est sen 
celle qui précède. Le lemme n" 76 prouve que, dans le cas actuel, 1 

tité "^^ — ^^ est placée entre f et j ; ainsi , en admettant pour fixer h 
l'état positif de a,, par suite l'inégalité en valeur absolue ? >f ; enfin 
signant par Çj ç_i <p_,... Ç-f»^) Ç-» 9-(«-h)) etc., les fractions 
]^ Id li .... Twi— 1) T->. T-(i>*J) gjj. , 

ff» Œ_i «.t B-pB-l] "-Ht *-(*»+l) ' 

OD a par ordre de grandeur les deux groupes [M,], [N,] suivants : 

[«.1 ^ :i4+iîo„L, f, 

[",} 9, !>_, ç_...f_„...=i^£|;L ou L,...ç,^...ç_, 9_, 9. 

1° La fraction ^ ne peut être placée au delà, c'est-à-dire à droite 
2" l'égalité 2 = 9_j__^ = p=S = ?^, amène l'égalité - = 9^ ; de la 
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de J à droite de <p^ on déduit deux faits contradictoires; la fraction j est placée 
entre (f^ et 9^, donc le nombre / est supérieur au dénominateur de 9.1 , la frac- 

k a 

tion 9^ est placée entre - et ^ , donc le dénominateur de 9^ est supérieur au 
nombre /; l'exactitude de l'égalité J = 9-<„»-i) peut être démontrée comme 

suit; si la fraction - n'est pas égale à une des réduites 9-(w»-*) 9-(ïm-i) 9-(im+i)> ^tc., 
celte fraction sera placée entre deux de ces réduites, par exemple, entre 9-(^-,) 
et 9.(m+i) oQ démontre alors , comme dans le cas précédent , que la fraction - 
est nécessairement égale à 9_^ = t*i. par suite on a les égalités /> = ±a_4„, 

k=i±^_^\ mais, dans les conditions primitives, on sait que le trinôme réduit 
f^=z(a^ b^ — aj devient le trinôme réduit f..^:=^(dt.a.^^ b..^ zpa_(^4^)), par 

le système a==a_^ar_5^-}-p_4^^.^j„, ^o = T-^'^-«»"h^-w»7'-t»> ^^ déduit trois 
égalités que l'on réunira à l'égalité a_^^_^ — P-^7_^=1, et aqx égalités [1], 
[2], [3], [4] de cet ensemble on déduit, 1 "" que le terme Ao du trinôme réduit F^, 
est égal au premier terme du trinôme réduit /!,,„ ; 2** que le nombre Bo-j-A_^ 
est exactement divisible par le nombre Âq; ces deux dernières conditions, l'état 
réduit des deux trinômes F^, et yi^ prouvent l'identité des deux trinômes. Ces 
considérations démontrent l'exactitude de l'égalité 






su 



et par conséquent nous sommes parvenus à prouver la vérité de cette asser- 
tion, en supposant, pour un moment, que cette assertion était inexacte; si on 

ppose a priori - = ^ ; on démontre , en employant les égalités admises 

* p— ïm 

dans la supposition analogue du cas précédent, que l'on a ^ = ^t±?j enfin, au 
moyen de l'égalité 

kq — lp = \ =a_^î__4^— •p.^Y. 



on prouve que si l'on choisit pour y et / les nombres ^..^ ^..^ avec un signe 
déterminé , on devra choisir pour p et k les nombres ^^^^m ^-^tm ^^ec le même 
le; ainsi les deux trinômes réduits F^, et/Lgp, sont identiques. 



78. Problème. Étant donnés deux trinômes Fo=(Ao Bq A,), yo=(^o^o ^1) 
de même Déterminant positif non carré, reconnaître si ces trinômes sont équi- 

22 
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valants. Cette recherche a une utilité qui justifie l'énoncé particulier que nous 
adoptons, mais la démonstration est tellement facile , qu'une simple indication 
iera suffisante j on formera les deux trinômes réduits F, et_^ inhérents aux 
trinômes donnés, on calculera, n" 72, ta période de l'un de ces trinômes 
réduits, de/, par exemple, et l'équivalence ou la non-équivalence des deux 
trinômes proposés sera indiquée par la présence ou par l'absence de F, dans 
la période de /j, 

79. Problème. Étant donnés deux trinômes Fo = (Ao B,, A,), _/i^(a, à^",) 
ie même Déterminant positif non carré , et qui , en outre , sont équivalents , 
trouver une transformation de l'un en l'autre. l£ théorème n° 71 donne le 
moyen de calculer deux suites de trinômes contigus, l'une des suites commen- 
tant par F„ l'autre commençant par /„ et chacune étant terminée par le tri- 
i6me réduit inhérent au premier, on a donc 

[PI (A, B„ A,)(A, B, A.)CA. B, A.){A (zbA. B„ qzA^). 

[Q] K *o «,) («1 *i o.) (fl. *. «.) («, •- (±«. K =F«»fi)- 

Les deux trinômes primitifs sont équivalents, donc ils présentent deu.\ 
;as, ils sont identiques ou l'un est placé dans la période de l'autre ; l'ensemble 
iffre quatre circonstances, et nous démontrons que l'on pourra dans toutes, , 
;t avec les deux suites [P] et [Q], constituer une série unique de trinômes 
contigus, série dont les deux trinômes primitifs seront les extrêmes : les deux 
rinômes réduits peuvent être identiques avec ordre direct ou avec ordre 
Dverse; l'un des trinômes réduits peut être placé dans la période de l'autre 
ivec un ordre direct ou avec un ordre inverse. 

1" Cas. Identité avec ordre direct; oo a les égalités A„=a,, B^=if„ 
i„^ = a,^ , les deux séries [P] et [Q] donnent la série unique 

(A, B, A.) (A, B. A,) (A, B, A,) (A, .... 

m pourra alors calculer un système x^^ouc-^ô^, j-^^-jx-^'^/ qui opère la 
ransformation de (A„ B, A,) en («, i„ a,). 

2* Cas. Identité avec ordre inverse; on a les égalités A„=:a,+,, B„:=i,, 
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'^m+t = ^n ; ces deux séries [P] et [Q] donnent ia série unique 

(Ao B, AO(A, B, A.) (A, 

....)(A^ B^ k^{a^ —b^ ^«-i) (««-!•... )(^ — *i ^i)(«i— ^0 «0)7 

et la conclusion est»celle qui est indiquée dans le cas précédent. 

3* Cas. Simple présence, ordre direct de {a^ b^ a^ dans la période donnée 
par (A« B^ A^i); calculons d'abord, n** 72, la période donnée par ce dernier 
trinôme, en admettant, ce qui est permis, que le premier trinôme de cette 
période soit (A^ B^ A,^), on aura la série 

(A« B, A^+,) (A^+, ....)(H.-, V. HJ (H, K, H^„ etc. 

Admettons enfin Pidentité, ordre direct des trinômes {a^ b^ a,^^ et H^ K^ H^; 
de ces conditions on déduit fl„ = H,, i„=K^, ««+i = H^i; si actuellement on 
intercale un trinôme réduit opposé à {a^ b^ ûj^), on formera la série 

(A, B, AO(A. B. A.)(A,....)(A„ B, A^) (A^+,....) (H_, K^, HJ («„ À„ a^,) 

la contiguïté de ces trinômes est évidente , et notre conclusion est celle qui est 
indiquée dans les deux cas précédents. 

4* Cas. Simple présence , ordre inverse de (a„ h^ a,^) dans la période don- 
née par (A^ B^ A„^); si cette période est celle qui est donnée dans le 3* cas, 
on a H^ = fl„, K^=è„, H^=:a„^, on obtiendra, en supprimant le trinôme 
réduit (a„ b^ ^n+i)) ^^ série unique suivante : 

(AoBoAO(A,B,AO(A. ...XH^^iK^iH.) (H,K,H^) K*««n-i)(«,^ • .0(«.*.«i) («i*i«o); 

l'état contigu de ces trinômes est évident, 1*" depuis (A^^ B^^ A^) jusqu'à H^ K^ H^, 
inclusivement; 2® depuis (a^ b^^ û„_^) jusqu'à l'extrémité; il suffit donc d'éta- 
blir l'état contigu des trinômes (H, K^ H^) et (a„ é,«j a„^) ; or, on a a„=H^ et 

l'égalité hypothétique *"'" *""' = E (nombre entier) est réellement l'égalité 
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"^ ''-^ =E, donc notre conclusion est encore celle qui est indiquée dans les 

cas précédents. 

Si les trinômes F^^ety^ sont improprement équivalents , le trinôme /ô sera 
proprement équivalent au trinôme ç,, dont l'opposé est, n** S7, F^; or, le pro- 
blème précédent donne une transformation de^^ en ç^, et si cette transforma- 
tion a lieu par le système ^o=*^iH"P/i>^o==T*^i~H^J^n od reconnaît facilement 
que le trinôme y^ devient F^ par le système 2:^ = 0X1 — Pj,, jr^=*fx^ — J/,. 

80. Les trinômes dont le Déterminant est un nombre positif non carré , ont 
des analogies avec ceux dont le Déterminant est négatif, mais ils présentent 
des difficultés plus sérieuses , néanmoins on a pu remarquer que ces difficultés 
sont essentiellement pratiques , le but théorique est le même ; un trinôme de cette 
nature étant donné, on doit rechercher un second trinôme équivalent au premier 
et tel que Ton puisse , en tenant compte des deux trinômes réduits inhérents aux 
deux trinômes connus, constituer une série de trinômes contigus, série dont 
les deux trinômes primitifs seront les extrêmes; ainsi la règle finale indiquée, 
n*" 67, sera encore notre guide dans Tétude actuelle. Étant donnée à 
résoudre, en nombre entiers, une équation Ao(a\,)"-[-2Bj^q/o-}- A,(;'i)*=M, 
dont le Déterminant positif non carré est D = (Bq)"— * A^A^ ; on cherchera une 
solution z^ Si de Téquation auxiliaire Z' — D=M.S, le nombre Zj étant non 

supérieur à ^ ; cette solution et les coefficients A^ B^ A^ du premier membre de 

réquation proposée , constitueront deux trinômes (A^ B^ AJ et (M z^ s^) ; on 
déterminera , n® 70, les deux trinômes réduits inhérents, et n^ 72 ^ la période 
de Fun de ces derniers; s'il y a, entre les deux trinômes réduits, l'un des 
états relatifs . suivant : 1® identité, soit ordre direct , soit ordre inverse; 
2"" simple présence, soit ordre direct , soit ordre inverse de Tun des trinômes 
dans la période de Tautre , on sera assuré que la solution z^ s^ de Téquation 
Z* — 'D=M . S est liée y appartient à une solution de l'équation proposée , on 
pourra alors former la série de trinômes contigus successifs 

(A. B, A.)(A. B. AO s,)(s,±:z, M); 

de là , par conséquent , on déduira une transformation de 

Fo=(AoBoA,) en f,=z(a,b,a,)={s,±z,}l) 

et si, les lettres x^ /o> ^i 7i étant les indéterminées des deux trinômes, cette 
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transformation a Heu parle système a:o=a^,+ft,7i, 7i==7(r^i + ^o7iî o" a les 
faits suivants; 0:0=^0 2/o=^o ^^^ une solution de Téquation proposée 

A.(x.)*+ 2B^^.+ A,CrJ=M , 
x,:^ao j^gzzz*^, est une solution de l'équation conjuguée 

Exemple. Soit l'équation proposée 

[A] %,)'+28:i:^,+20(r,)»=956 
et par suite soit l'équation auxiliaire 

[B] * » — 116=956.8; 

« 

cette seconde équation doit être résolue en suivant la méthode indiquée dans la 
partie précédente ^ c*est-à-dire être d'abord transformée en une autre dont la 
forme est a:*-[-r= P .y\ les nombres r et P étant positifs , le premier étant infé- 
rieur au second , et celui-ci étant premier absolu ; cette transformation a lieu 
par Pégalité 4S=m — 1 et l'équation [B] devient 

[C] Z«+123=239a; 

enfin celle-ci, soumise aux essais indiqués n"* 47 donne 239.3 = 15'-[~^**123, 
de là tableau VII , nM6, 2/i+1=15, /ï=7, /i«4-/-=i72, donca = 5i6, 
z=±351 ; si on emploie les formules générales n^ 39 , toutes les solutions de 
réquation [C], rangées par ordre de grandeur, sontz=db112y £^ = 53, 
2 = ±127, M = 68, z=±351, M=516, z = ±366, « = 561, 
-z=dz590, w=1457, etc., etc.; or, on a Tégalité 4S=tt — 1; donc si, 
après avoir diminué d'une unité les valeurs de u, on choisit les multiples 
de 4, et si on opère la division par ce nombre 4, on a z, = di 112, ^i = 13; 
2, — _L366, j*j = 140, ces derniers systèmes représentent, parmi toutes les 
solutions de Téquation auxiliaire primitive [B] , tous les systèmes utiles pour 
réquation proposée, on devra donc soumettre à Fessai quatre couples de 
trinômes; nous choisissons la couple 

[D] (4 14 20) [E] (956 366 140); 



* Voir la note seconde indiquée n"" 60. 
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les trinômes réduits correspondants sont, n** 70, 

[ly] (—4 10 4) [E'] (4 10 —4); 

il y a donc , entre les deux trinômes réduits [D'] , [E'] identité avec ordre 
inverse n** 79, 2* cas; nous sommes donc assurés V que la solution Zi=366, 
j, = 140 de réquation auxiliaire Z* — 116=9568, est liée^ appartient à 
réquation primitive proposée; 2® que l'on peut unir les deux trinômes [D] et [E] 
par la série de trinômes contigus successifs 

(4 14 20) (20 6 —4) (—4 10 4)(4 —18 52) (52 —86 140) (140 366 956; 

le problème, n^ 59, établit le passage du premier au sixième trinôme, et si 
les indéterminées de ce dernier sont désignées par x^^y^^ la transformation 
a lieu par les valeurs x^=\Qx^-\-T! y^^ Jo= — ^^i — 35/,; par conséquent 
1** le système ^^=27, ^o= — 35 est une solution de Téquation proposée 
4(:ro)*+28j;oro+20(7o)' = 956; 2" le système a;o=10, x, = —\^ est une 
solution de Téquation conjuguée 4(Xo)*-|-28j:ojo+20(7i)* = 140. 



RECHERCHES SUR LES TRINOMES DONT LE DÉTERMINANT EST POSITIF ET CARRÉ, 

DES TRINOMES ÏEUÉDUITS. 

81 . Étant donné un trinôme Fo=(Ao B^ Ai\ dont le Déterminant positif carré 
est D= A" = (Bo)* — A^Aj, nous appelons trinôme réduit le symbole numérique 
(a^ b^ a^)j qui représente, comme (A^ Bq A^), une solution de l'équation 
Z* — A^=M,S ; mais le trinôme (a^ b^ a^ vérifie en outre les conditions ; le nom- 
bre entier ûq, compris entre et 2A — 1, inclusivement; ôo=A, a,=:0 : les re- 
cherches suivantes font connaître le trinôme indiqué. 

L'égalité (Bo)* — AoAj = A* donne 

^ -' A, — qrg;— V 

en désignant par ^ ^^^ fraction numérique irréductible ; or, cette dernière 

condition amène la possibilité de la résolution , en nombres entiers , de 
réquation indéterminée «o^q— (îo7o = 1> et, par suite de cette dernière réso- 
lution, on obtiendra quatre nombres entiers Oq, ^o, ^q, ^q, lesquels pourront 
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former un système ^o=a(r^i+ftiri? 7o=T(r^i+^o7i> ^^ ce système changera 
le trinôme proposé (A,, B^^ A^) en un trinôme équivalent /o = («o^o^i)) ^^ si le 
nombre a^ est entre les limites et 2A — 1 inclusivement, ce trinôme est celui 
dont on fait la recherche; il obéit effectivement aux conditions b^=ih^ «^ = 0: 
la transformation indiquée donne les égalités 

[H] a, = A^Po)*+ 2BoPo^o + A,(*o7. 

Or, si Ton emploie les égalités Pi^%=iilh — B^), AiJç= — Po(A-|-Bç) , déduites 
delà condition [E], les deux égalités [G] et [H] prennent la forme ^ç=Aj, «,=0. 
Si le nombre «<,, premier terme du trinôme calculé f^=(aQb^a^), n'est pas limité 
par et 2h — 1 , on cherchera le plus faible reste positif entier /i^ de la divi- 
sion ^=y-|"^5 ce reste sera limité par et 2A — 1 ; alors le trinôme réduit 

cherché sera (^^ b^ «,) , c'est-à-dire {fi^ h 0) : en effet, ce dernier trinôme est 
manifestement réduit; on doit donc prouver qu'il est équivalent au trinôme pri- 
mitif proposé (Aq Bç a,); or, 1® celui-ci est équivalent au trinôme intermédiaire 
{ci^bç^a^=L{a^h 0); 2® l'équivalence des trinômes {a^ h 0) et ^a^h(S) est démon- 
trée en se servant de l'égalité «0= ^ihq-^fi^', on reconnaît, en effet, que le tri- 
nôme (a^ h 0) devient le trinôme (o«o ^ 0) par le système x^:=x^j y^=: — qx^y^^ 
lequel système vérifie la condition générale a^^ — Po^o=^ • On peut donc calculer 
un trinôme réduit équivalent à un trinôme quelconque dont le Déterminant est 
positif carré : remarquons, d'ailleurs, que le nom est la seule similitude que 
présentent ces trinômes comparés aux trinômes réduits calculés dans les circon- 
stances analogues qui précèdent. 

82. TuEORÈME. Deux trinômes réduits {a^ h 0)et {a^ h 0), qui sont équiva- 
lents, sont nécessairement identiques. Si le système qui établit le passage du 
premier trinôme au second est ^•o=*tf^i+Po7i? ^o=T(r^i+ ^oT'u ^^ * ^^s égalités 

[1] <ao)' + 2KYo = «i , [2] «o«oPo+ ^«0^0 + PoTa) = ^, 

[3] <po7+2ApA=0, [4] aA-PoTo=1, 

De l'égalité [3] on déduit l'une des deux égalités Po==0, aoPo+2A^^ = 0; 
mais la seconde est inadmissible : soit en effet, yL^^-\-2hh^=.{S^ les égalités [2] 
et [4] donnent PoC^o^o + 2Ayo = c'est-à-dire aoao-f-2ATo=0, résultat qui. 
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par suite de l'égalité [1] , anDulerait le nombre a^] on a donc seulement ^^ =0, 
et par conséquent on a a^8^=\ ou aç=±1 : Tégalité [4] devient alors 
a^zh 2hr^fi^= a^ j et puisque chacun des nombres a^ et a^ est entre les limites et 
2A — 1, le nombre Y^est nul, et de là Tëgalité obligatoire aQ=a^y qui prouve 
rétat identique des deux trinômes réduits donnés. 

85- Problème. Etant donnés deux trinômes Fo=(Aç B^^ A,) et Jl = {a^ b^ «,) 
de même Déterminant positif carré tf^ reconnaître si ces trinômes sont équiva- 
lents. On calculera les deux trinômes réduits F^et^, inhérents aux deux trinômes 
proposés, et l'état identique ou non identique de F, et f^ indiquera l'équiva- 
lence ou la non équivalence des trinômes proposés. 

84. Problème. Étant donnés deux trinômes Fç = (A^ B^ A,) et /^ = («^, h^ aj 
de même Déterminant positif carré A*, et équivalents, trouver une transforma- 
tion de l'un en l'autre. Appelons Ço , n° 81 , le trinôme réduit unique inhérent 
aux deux trinômes proposés , et, pour plus de facilité, désignons par X^ Y^, , 
.Zq ^0, x^f^ les indéterminées des trinômes F^ , /o, ç^ ; les données hypothétiques 
établissent 1"* que le trinôme F^ devient le trinôme ç^, parle système 

2° que To devient Ço, par le système 

[Q] X, = «1^1 + ^ilx , 7o = Yi-^i + ^1 Ji ; 

par conséquent, le trinôme Ço devient le trinôme f^ par le système 

[R] «^1 = ^1-^0 — P Jo > ri = — TA + «1 Jo- 

Substituant les valeurs x,, j\ du système [R] dans le système [Pj, on aura 
la transformation cherchée, c'est-à-dire la transformation de V^ en^^, par le 
système 

8â. Étant donnée à résoudre, en nombres entiers, Téquation 

dont le Déterminant (Bq)" — A^A, est un carré exact entier A', on recherchera 
immédiatement une solution de l'équation auxiliaire Z' — A* = M.S; cette so- 
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lution est Z = Zi, 8 = ^1; on obtiendra ainsi deux trinômes F^, = ( A^ B^ A,) et 
fQ=(M. h 0) , qui donneront ensuite deux trinômes réduits : si ces derniers sont 
identiques, par conséquent, peuvent être représentés par f^^-=.{a^h 0), si enfin 
on conserve les notations admises dans le problème précédent, c'est-à-dire si 
on désigne par X^ Y,,, x^ j^j x\ y^ les indéterminées de F^, yj, 90 ? ^** '^ système 
Xo = a(f^,+Po7i » Yo=7o.r,+^ori change F^ en f^\ T le système x^=i%^x^'\'^,x,, 
J>'o=Ti-^i-Ri^i change/, en ?/ ; 3" le système X,= (ao^,— P0Y1K+ (Po» — «oPi)7o» 
Yo=(Yo^,— ^oYiK+(Vi— YoPO/o change F, en/; par conséquent, r le sys- 
tème Xo = (ao5j — PoYO' ^o = (Po*i — *oPi)^st une solution de l'équation propo- 
sée; 2^ le système Xo = (Poa^ — o^p,) , Yo = (Soa, — o^J,) est une solution de 
réquation conjuguée**. 

Exemple. IIX0»— 34XJ,+24Yo' = 75. L'équation auxiliaire Z'— 25=758 
présente la solution utile ^j=10, ^,=1; de là deux trinômes F^,=(11 — 17 24) 
et/=(75 10 1), dont le trinôme réduit commun est <Po=(^ ^ 0), par suite 
transformation de Y^ex\j\ par le système Xo= — 17.^^, — y^^ Yç== — lôx^ — y^^ 
et finalement les solutions Xo = — 17, Yo= — 16, Xq= — 1, Yç= — 1 sont 
applicables, la première à l'équation proposée, la seconde àTéquation conjuguée. 

Observation sur les trinômes dont le Déterniiimnt est un carré exact entier h*. 
La transformation qui termine l'exposé. de la théorie sur les trinômes dont 
le Déterminant est A', donne, comme cela a été dit pour les autres trinômes, 
une solution de l'équation k^x^ ^-^-^^^-y^^ ky{y^=:^j et la recherche 
des autres solutions, soit dans le cas actuel, soit dans les deux cas précé- 
dents, exige la résolution d'une équation auxiliaire f — Da*=m', résolution 
qui sera indiquée plus loin. L'ensemble de celte partie présente ainsi un ordre 
régulier méthodique que nous avons dû maintenir aussi sévère que possible : 
mais lorsque le nombre D = (Bq)* — A^Aj est un carré exact entier A*, on peut 
résoudre l'équation klx^-\'2ï^^^y^'\-SJ^y^=ili. par une méthode propre à ce cas 

particulier. Reprenons les égalités v" ° = y"T p =^ (n° 81 ) ; la fraction ^ 



*« 



Les deux systèmes a^ p^ v^^ c^ , ati Pi yi 0, seront calculés suivant la méthode indiquée n** Bl . 
Les deux trinômes Fo=A. B^ Ai,/=«q b^ a^ proposés dans le premier paragraphe du 
n<* actuel , peuvent avoir un trinôme réduit unique et néanmoins ce trinôme reste quelquefois 
non apparent parce que l'en a dn opérer i° directement pour F^ par exemple; 2** indirectement 
pour yjj , c'est-à-dire en faisant , pour ce dernier, usage de la remarque auxiliaire consignée 
n® 81 ; on doit alors reprendre l'opération relative à /^ , changer la solution de Téquation 
^0*0 — ft)ïo> même n° 81 , ce changement amènera le trinôme réduit déjà donné pour F^, et par 
suite donnera Pensemble des nombres «o» Po> ïo» ^0 ^" n'^B-^. 

23 






ns ANALYSE INDÉTERMINÉE DU SECOND DEGRÉ. 

étant irréductible, chaque nombre A^, Aj est respectivement multiple de p^, de ^^i 



de ces égalités on déduit ^ ^ = ^ = p et -4-^ = -ïï— *=7; ^^^ nombres 



^IlS> = -« = » et it52 = =i* = 

Po K ^0 Po 

peiq sont entiers, et un simple calcul prouve Inexactitude de l'égalité 



Ainsi, à toute représentation du nombre M par le trinôme (A^ B^ Aj), c'est-à-dire 
à toute résolution, en nombres entiers, de l'équation proposée, correspond une 
décomposition du nombre M en deux facteurs entiers ; si donc on désigne par 
m tout diviseur positif ou négatif de M , on aura toutes les solutions possibles 
de réquation proposée, en recherchant successivement les solutions entières de 
toutes les équations représentées par les deux formules 8^^ — p^jr^z=:mj 

px^-^qj^^^ --: remarquons y iïaiWeviTSj que les valeurs j:^ = — r^^—jg— ; , 

K= ~r^—rT—^9 déduites des formules précédentes, sont déterminées, et cela 

pour tous les nombres entiers substitués à m; on reconnaît effectivement que 
le nombre ^oPj\-^Qq ne peut jamais être égal à zéro. 

RÉSOLUTION, EN NOMBRES ENTIERS, DE L'ÉQUATION A^,(x^)«4-2B^^ro + A,(ro)« = 0. 

86. L'équation proposée est Téquation du numéro précédent, modifiée par 
rhypothèse M=0; or, la méthode indiquée parait inapplicable. Mais si nous re- 
prenons les notations alors adoptées, il est évident que les solutions de l'équa- 
tion nouvelle sont données par la résolution, en nombres entiers, de l'une des 
équations 8^^ — ^^^^^=0, /?ito"hyi^o=0> les nombres /^j , Çi étant les quo- 
tients entiers et premiers entre eux obtenus en divisant les nombres p et q par 
le plus grand commun diviseur de ces deux mêmes nombres : ainsi les systèmes 
applicables à l'équation proposée sont a:^=PçZ, ^ç=Jç2; x^=q^Zj /i= — p^z; 
le nombre z étant entier quelconque, les nombres p^^, 5^, d'une part, p^ q^ de 
l'autre, sont premiers entre eux. 

RÉSOLUTION , EN NOMBRES ENTIERS , DE L'ÉQUATION A^{x J« + ^t^nU + A/jo)" = ^ » 
LORSQUE LE DÉTERMINANT D EST NUL , CEST-A-DIRE LORSQUE LE PREMIER MEMBRE 
DE L'ÉQUATION VÉRIFIE L'ÉGAUTÉ (BJ* — A,jA, = 0. 

87. Lesprincipes développés dansl'étude du trinôme (A^B^A^) excluent l'hypo- 
thèse D==0, n° 56, et sont, par conséquent, non applicables à la résolution. 
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en nombres entiers^ deTéquation proposée , mais, dans la condition précitée, 
réquation est résoluble par une méthode particulière. Remarquons d'abord que 
tout polynôme de la forme \(x^y±2B^^j^'\' h^{j'Qyj qui vérifie l'égalité 
(Bç)* — A,,Aj=0, peut prendre la forme m{gx^±hy^j les nombres entiers ^et A 
étant premiers entre eux : soit, en effet, d le plus grand commun diviseur des 
nombries Â^ et Â^ ; donnons à ^ le signe qui nécessairement appartient aux deux 

nombres A^et A^; les quotients ~, -j, entiers et premiers entre eux, donnent 

le produit -^, lequel est égal au carré exact entier Mj ; par suite, ces quo- 
tients sont des carrés exacts entiers g^, A*, les nombres g et h étant premiers 
entre eux; on a donc g.k=±-^y et la substitution de cette valeur dans le po- 
lynôme indiqué donne l'égalité 

Ac(^o)' + 2B,r,7, + \l/,y = dijgx, ± hj.y. 
Ainsi l'équation proposée prend Tune des formes 

L'adoption de la première forme donne à résoudre l'équation 

M 

et le nombre ^, carré exact entier, étant représenté par K*, les solutions de 
l'équatiion primitive proposée sont données par la résolution des équations 

les nombres g et h étant premiers entre eux ; par conséquent, à ces équations 
toujours résolubles, on appliquera les méthodes connues. 

RECHERCHE DES DIVERSES SOLUTIONS x = /?i, / = /», DE L'ÉQUATION 

aa^ -f- ^bxx -j- c^ = M. (Les nombres m et n étant premiers entre eux. ) 

88. Problème, Si le trinôme F^=(a^b^ cj, dont les indéterminées sont^^^;, 
renferme le trinôme F, = {a^ b^ c,), dont les indéterminées sont arj , 7, , et si Ton 
connaît une quelconque des transformations de F,, en F,, déduire ^e cette 
première transformation toutes, les transformations semblables (n'* 56). Le 
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système connu qui opère la première transformation étant ^0 = 0^, -j- ^jr^ , 
jTo = Yj^r, -|- Jç/i ; admettons comme connu le système x^ = ai^r, -f- p,/i , 
^^=Yi^j-|-^i^i' qui vérifie une seconde transformation semblable à la pre- 
mière : désignons par D et D^ les Déterminants des deux trinômes , on aura la 
suite des égalités : 

[2] «/«.)• + 2Ao«tTt + <YO' = «o 

[3] «««.p, 4- *M + P.Y.) + citA = *.. 

[^] «aP. + *,(«.*. + P.T.) + <^.tA = *i» 

[5] «.(P.)" + 2AA«o + <V = «.. 

«0*0 — PoYo = «1*1 — Pi7i- 

Préparons successivement les valeurs de (a,)', 2a fit, 4(A,)', r/,c,, 2^,c„ (c,)*. 
1 " Le produit des égalités [1 ] et [2] donne 

K«rfXi + *o(«oYi + «lYo) + c.YoYt]* — D(a.Y, — «oTiT = («i)"» 
et ce produit, si l'on pose 

«o«rfXi + *o(«oYi + «lY.) + <^oYoYi = A » 

devient [7] A* — D(«.y, — «.Y.)" = (a.y • 

2* Le produit des égalités [1 ] et [4] , celui des égalités [2] et [3] , donnent , 
après l'addition générale , une somme que Ton peut écrire 

A(«.«,P. + «A». + W. + f>M + *.P.Y.+ %Pi + c.yA + cAy.) 
— D(«.Y. — Yo«.)M. — «,«. + PbY. — YoPi) = 2«A , 



ou 



K<<^i H- Pa) +*o(«.*. + *A+ ft,Y. + Y^O + cM +*oY.)] 
— I>(a,if, — 7,a,Xa.*. — Vi + PoY» — YA) = 2« A , 
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ou enfin ^ après avoir pose l'égalité 

on a 

[8] 2AB — D(ao7, — 7o«iX«o* — *oP^ + Poïi — ToPi) = 2û A • 

3"^ Le produit des égalités [1 ] et [6] , celui des égalités [2] et [5] , deux fois 
celui des égalités [3] et [U] donnent, après l'addition générale , une somme que 
Ton peut écrire 

4B* - D[(a^. - îrfx. + P.Y. — ToP.)" + 2(«.^. — P.7.X«.^. - P.7i)] = se*.)" + 2a.c. ; 

or, on a 

2D(«.«,— p.7.X«.*. — P.7.) = 2D(«.^,— PoTo)* = 2D, = 2[(è.)*— a.c.] , 

et , si on remplace dans l'égalitë immédiatement précédente , on a 

[9] 4B*-D(«,*.-U+ft,7.-7A)*=4<*.)' 

4° Le produit des égalités [3] et [4] donne après réductions 

A(«^.p. + w. + Wi + cA^i) — D(«^. — toPiXat. — V.) = (^y , 

et si Ton pose 

«.P.P. + *.(M.H- W H- '^«U = c , 

on aura A . C — B(a,K — T.P.Xft.'T. — U) = (*.)• = 

on a d'ailleurs aussi les égalités 

D(«.^. — T,P.)(ft>Ti — U) = «(«.T. — Y.«.)(ft.*. — W — D(«.*. — PïToX».*. — P.7.) . 

et si l'on substitue dans la valeur précédente de (é,)*, on a 

[10] A.C — D(«,7, — ya)(P.*. — *A) = a.c.- 

5"" Le produit des égalités [3] et [6] , celui des égalités [A] et [5] donnent , 
après Taddition générale , une somme que l'on peut écrire 

[11] 2BC - D(«^, - V. + P.T. - 7.W(ft.*i - *A) = 2*A. 
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6*" Le produit des égalités [5] et [6] peut être écrit 

[12] C-D(PA-W=W 

Le résumé général des six paragraphes précédents est composé des six égalités 
finales [7], [8], [9], [10], [11], [12], simplifiées par Temploi des notations 

<«oP. + Poai)+ *o(«o*i +*(/^ +PoTi + ToPi) +<7o*t+*o70 =2B, 

Admettons que m soit le plus grand commun diviseur des nombres c/,, 2é, , 6\, 
et désignons par ^, h^ kj des nombres entiers qui vérifient Tégalité 

Si actuellement on multiplie respectivement et par ordre les égalités [7], [8] , 
[9] , [10] , [11], [12] par les nombres^, 2g^, A', 2gky 2AA', A*, si on ajoute les 
produits , le résultat est 

(A5^+2BA+a)«— D[^«oY.-7^0+A(«o«-U+Po7— YoP^^ 
enfin , si pour abréger, on pose les égalités 

[13] Ag^+2BA+a = T, 

[1 4] g(«o7 1— 7c«i) + K^K - U + Po7i - 7oPi) + Wt — W = U , 

régalité qui précède immédiatement devient T' — DU*=/w*, les nombres T 
et U étant manifestement des nombres entiers , par conséquent 
Étant donnés deux systèmes semblables 

qui transforment le trinôme Fo=(aoio ^o) ^^ ^^ trinôme F,=: (a^ b^ Cj); on déduit 
de ces quantités connues une solution T et U de T équation t^ — Du* =1/72'; or, 
la démonstration qui précède ne demande pas l'inégalité des trinômes F^ et F^ , 
et si on admet Tégalité des deux trinômes , c'est-à-dire si on admet les égalités 
a^=aj, 60=^1, Co=Cj, deux cas peuvent se présenter : 4*^ si les deux systèmes 

* Voir la note du n* KO, 
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de transformations sonl idtentiques , onaa. = ao, p„=^Q, Yn=Yb> ^n=^of ^^ 
l'examen des égalités [13] et [14], en rappelant que Tancienne notation 
est /i=1, indique la solution évidente U=0, T=m; 2^ si les deux systèmes 
de transformations ne sont pas identiques , en d'autres termes , si un trinôme F^ 
est transformé en lui-même par deux systèmes différents ^ les équations [1 3] 
et [14] donneront une solution de l'équation f — Dw*==/72'; nous indiquerons 
d'ailleurs ci-après deux équations dont Temploi, dans ce cas, est préférable à 
celui des équatiods [13] et [14]. Dans l'état actuel de la question , constatons 
les faits : 1 ^ il existe une relation entre deux systèmes de transformation et une 
solution entière de l'équation f — Dm"=/w*; 2** la connaissance des deux sys- 
tèmes amène celle de la solution. Reprenons l'examen général du problème et 
modifions une partie des quantités données , c'est-à-dire considérons comme 

étant connus 1® le système de transformation ^o= Vi"hPo/ij ^o=T0^i"|"^<v7'iî 
2" une solution de l'équation ^ — Dtt*=m* et de ces quantités données , dédui- 
sons, s'il y a lieu, le second système de transformation 'îPo=««^i+Pn/i » 
/i=Tn'^i-[-^n/i> en d'autres termes cherchons la relation qui existe entre les 
nombres «o, Po> Yo» ^o> ^j " d'une part et les nombres a, , p„, y»? ^n ^^ l'autre. 
1" Multiplions respectivement et par ordre les égalités [1] , [2] , [3] , [4] par 

les nombres J^o, — p^^i, «o^i— 7oPi> «oYi— TA> To^i— «oYi et ajoutons les pro- 
duits; le premier membre du résultat peut être écrit 

c'est-à-dire k{ai^^ — poYo+ai*i — PiTi) 

le deuxième membre du résultat est manifestement 



«f(ao*i+*oai— Po7i— ToPi); 



on a donc l'égalité finale 



[15] («0^0— PoYo— «A— PiTi)^=<«o^i+*oP^— PoYi — YoPi)- 

2^ Multiplions respectivement et par ordre chaque partie des couples des 

égaUtés [1] et— [2], [3] et [4], [5] et —[6] par 1^,-%K «.«.-ft.7.-H.«.--Y.P. , 
eio7t — 7^ t additionnons les produits , la somme des premiers membres est 

W«,P.+P*«.)+*M+*A+P.T.+Y.P0+<7.*.+^.T.)]W-P»'r.+«i*.-Pir.) 
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c'est-à-dire est 2h((^8^ — PoYo+^A — PitO î ^^ somme des seconds membres est 
2Ai(«o^i+^oai — PéTi — YoPj)î ^^ ^ d^i^c régalité finale 

[1 6] 2(0,^0— PoYo+«A - Pi7i)B= 2(ao^. + U — PoT. - ToPi A- 

S'' Multiplions respectivement et par ordre : 1 "* chaque [)artie de la couple 
des égalités [3] et —[4]; 2M'égalité [5]; 3*^ l'égalité [6] ; par ^^p _p^^, , «o^^— y^p,, 
^0^1 — PoYi 7 additionnons ces quatre produits ; la somme des premiei*s membres 

est KPoPi + f^M + W + ^oU] Wo — PoTo + «,*« — P.Ti) » c'est-à-dire est 
C(ao^o— PoYo+aA — PiYi); *^ second membre est <a,*i— Yo?i+Vi— PoYO» ^n 
a donc l'égalité finale 

[1 7] («0^0— PoYo+*i^i — PiYi) G = («0*1+ Vi— YoPi— PuTiVi- 

Si des équations [1 5] , [16], [1 7] on déduit les valeurs de A, 2B , C en faisant 
usage de l'égalité a^J^ — pjjYo=<*i*i — PiYi» ^cs résultats sont 

* «i(go^i+Vi~ïoPj — PoïO o R ^^(ttqQi+^^1— Poïi — ïoPi ) r- gi(«o^+^o»i — ToPi"" Poïi) . 

^— 2(aoSo — PoYo) ' ~ 2(ao$o-poYo) ' 2(«o5o — M 

substituant ces diverses valeurs dans l'égalité [1 3] qui représente la valeur de 1\ 

on a 

(«A + dV, — 7A — PoTiX^«i H- 2AA, + kc,) = 2(o^K— PoTojT 

ou [18] 2(a,5o-PoTo)T=/w(ao*,+U — ToPi— ^oYi); 

cette dernière équation donne la valeur de T et doit être préférée à l'équa- 
tion [13]. Divisons celte égalité [18] par chacune des égalités [15], [16], [17] , 
les résultats sont : 

T.a, = w.\, 2T.A,=2/w.B, T.ri = /7?.C, 

et si dans les égalités [7], [8], [9], [10], [11], [12], on substitue convenable- 
ment ces diverses valeurs , en ayant égard à la condition V — DU*^=:/7?*, on a 

["] («.7. — 7.«.)(«o5. — ^««. + P,Y.— T.P.)'«' = 2«AU' , 

[111] («,J_^^+p.^_^,p,)W =WU', 

[V] («.^. + P„Y. -U — ToP-X^^. -«,P.)'«' = 2*.c.U', 
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On peut, avec ces six équations, former trois groupes; le premier présentant 
la première, la deuxième, la quatrième égalité; le second présentant la 
deuxième, la troisième, la cinquième; le troisième, présentant la quatrième, 
la cinquième , la sixième , et si on multiplie, chacun de ces groupes respective- 
ment par «^^ , A , A- , on a 

( %7. — Y.a,)(p.*.~&,p.)'«* =A-a,c,U*, 

[2] i A(«^,-U+P.7.-Y.P.)*'«' =4(A.)'AU*, 

*(«.J.— V, + P,T. — Y.P.)(P.^. - ^.P.)'»' = 2V,*U« , 

^«oYt— Y»«iXft*^.— '^oPiK = afi^*, 

[3] ^ ^aA — V. + U — Y.P.XP.^. — ^.P.K = 2i.c,AU' , 

en ajoutant les égalités de chaque groupe , opérant les réductions convenables, 
les résultats sont 

[20] 2A,U = m(ao^,-5oai+ Po7 — YoPO 

[21] c,\] = m(^A—Ki^.)y . 

et Tune quelconque de ces équations esf, pour obtenir la valeur de U , préfé- 
rable à réquation [1 4] ; enfin Texamen de ces équations et de Téquation [1 8] 
prouve que les valeurs de T et dé U , sont indépendantes , et cela devait être , 
des nombres en partie indéterminés g^ h^ k. 

Les équations [18] et [20] combinées par addition et par soustraction, 
donnent les deux équations 

[22] («.&,- P,T.)T+A.U = m(a,«,-Y,pO 

[23] («o*.— p,7.)T — i,U = m(U — M 5 

24 
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d'un aulre côté les équations [19], [21], [22], [23], peuvent prendre les 
formes 

^oai — PoTi = ^ ' 

enfin, ces dernières équations sont du premier degré en a,, P, , y,, ^i, et après 
le remplacement des valeurs de «j, b^, c„ données par les égalités primitives 
[1 ] , [3] , [5] , on a les résultats 

«i = ^[«oT-(*A+Co7o)U], p, = i[p,T-(*,Po+Co*o)U], 

7i = ^[YcT+(«e*«o+%)U], *,=^[^oT+(^Po+WU]; 

de là, en désignant par ^et^;/ un système quelconque, solution de û — \)Lâ=m^, 
on a 

[^] ^0 = i [ V— (*0«D + CoTo)4^, + i [Po^ — (*oPo + ^O^o)'^l7« 



„H.v xuv, v.v/j.i^ 



^0 = - [To^ + («o«o + *o7o)"l^i + i [^o^+(«oPo + W"]7i • 



/W-'" I ^ V V , v,v/ J » I m 



89. L'analyse précédente démontre : 1** que toute ^ transformation de 
F^zz^Ça^b^ cj en F, =(a^b^c^), semblable à la transformation donnée par le système 
x^=:(XqA\'\- P,,/, , ^o=ï(r^i"h^oL7i 9 ®st comprise dans les formulas [E] ; 2'' qu'il n'y a 
pas de transformation semblable à la transformation proposée qui ne soit 
contenue dans les mêmes formules , les lettres t eX u désignant indéfiniment 
tous les nombres entiers qui satisfont à l'équation ^— D«^==/w% en outre 

1^ Toute transformation donnée par les formules [E] est semblable à la 
transformation première , on a en effet 

= ^«o*o-PoYoX^'-Da») = («,*,-p,7,) = 1 ; 

2° Les nombres t et u constituant , avons-nous dit , un système quelconque , 
solution de l'équation f* — Diâz=m*'^ les valeurs ^o>/o données parles for- 
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mules [E] changent le trinôme Fq en le trinôme F, ; en effet les hypothèses sont 

^ - D^ = m* «o(«o7+2Vo7o+^o(7o)'=«o 

^^0= [«0^ — (*o«o + ^oTo>K + [Po^— (*oPo + Co^o)«lri t 

'^Jo = [v+ («o«o + %»i + 1^0^ + KPo+ W"]/i ; 

on doit prouver que les deux dernières formules transforment F^ en Fj : or, si 
l'on prépare les valeurs de m\x^^j nfx^y^^ ^^Y^^ si on multiplie respective- 
ment et par ordre ces valeurs par a^ , ^\^ c^ ; enfîn , si on additionne les produits, 
on remarque que l'ensemble des coefficients du terme {t. u) constitue deux 
sommes qui sont égales et de signes contraires, par suite ce terme est annulé 
et le résultat général est 

ou , après les substitutions indiquées par les conditions hypothétiques , 

«M*,)* + 2A,m'x^,+ c^rri^ijr^f ={e — Do* ,[a.(^.)' + 2A.x^, + <^.)«] 

ou enfin <x,)* + Ib^^y^ + cly^ = a,(a:,)* H-2*,a:,7, + c.(/,)*. 

3*" En donnant des valeurs arbitraires aux Déterminants D et D^, nous avons 
conservé à la démonstration précédente un caractère général; mais il faut alors 
supprimer les solutions fractionnaires données par les formules [E] : dans la 
théorie qui nous occupe, les nombres D et D, sont égaux, or, dans cette hypo- 
thèse, toutes les solutions données par les formules [E] sont des nombres 
entiers, en effet le nombre m étant le plus grand commun diviseur des nombres 
aj, 2^j, Cj, ce nombre a, n"" 58, la même propriété, relativement aux nombres 
a^j 2é,, C(,; on a d'ailleurs les égalités â — Dw' = m% f — \(b^ — flçCo]w'=m*, 
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t^ — (Ao)V = w' — af^\ par conséquent les nombres -—^'^-^- et ^~ ^ » ^ 
sont entiers ; or, le nombre 2b^ est exactement divisible par m , donc le nombre 
— est entier, par suite les nombres --(^4"*o")> — (^ — ^o") sont entiers, la dif- 
férence de ces deux nombres est donc entière , et en outre celte différence est 
un nombre pair, ainsi ces deux nombres sont tous deux pairs ou tous deux 
impairs , mais cette seconde circonstance est inadmissible par suite de Tétat 

pair du produit -j[^* — (^o)'^*] de ces deux mêmes nombres; concluons de là 
que les deux nombres indiqués — (^+^o")> — [^ — ^o")> sont pairs, les moitiés 



m^ I ^ ^ ' m 



' °" , 2Îf sont des nombres entiers, et par suite les formules [E] donnent 

des nombres entiers. 

4** Toutes les solutions de Téquation â — Dm*=/w* donnent toutes les trans- 
formations semblables de F^ en F,, c'est-à-dire font connaître tous les sys- 
tèmes .r, r, dont les nombres sont : 1® pour chaque solution, premiers 
entre eux ; 2"* constituent des solutions entières de Féquation primitive pro- 
posée, de là rétude suivante. 



RECHERCHE DES SOLUTIONS DE L'ÉQUATION /« — Dm» = ///». 

90. L'équation /'—Dw'=//z' présente trois circonstances distinctes, selon que 
le nombre D est négatif, positif carré, positif non carré; ainsi considérée d'une 
manière générale, cette équation prendra place dans une des trois études pré- 
cédentes ; Tune des méthodes indiquées sera donc applicable , et la résolution 
aura lieu par les principes généraux connus : là devrait donc s'arrêter notre 
examen , et tel est en effet l'ensemble théorique ; mais dans l'état particulier de 
la question, l'équation /• — Dw*=:m*n'est pas complètement isolée , sa réso- 
lution est réellement un lemme qui conduit à la connaissance des divers 
systèmes liés à un système primitif x^ , y^ dont les nombres sont premiers 
entre eux , système qui vérifie une autre équation Ao(xo)'-f-2B^ot;'o+^i(7"oT=M; 
or, dans ces conditions , on a déjà vu , n^ 89, 1® que les solutions r et a de l'équa- 
tion f — Dw*=/w* donnent toutes les transformations semblables du trinôme 
Fo=(^o K Cq) en un autre trinôme F,=(û, b^ q) équivalent au premier; 2"* que 
le nombre m est le plus grand commun diviseur des nombres ^o? ^o» ^o> ^^ P^*' 
suite des nombres rt,, 2ij , c, ; ces relations simplifient quelques parties du pro- 



DEUXIÈME PARTIE. ^80 

m 

blême général, laissent de côté certains principes que la résolution de Téquation 
isolée rendraient indispensables , toutefois ce caractère particulier que prend 
réquation f — D£^= m' conserve intacte la distinction première basée sur la 
nature du Déterminant D; dans les deux premières hypothèses, D = — K, 
D=-[-A", la recherche des solutions entières de ^ — Do* ne présente aucune 
difficulté y le nombre de ces solutions est limité, et nous ferons rapidement cet 
examen , mais dans la troisième hypothèse D = -|-K , les solutions entières de 
/• — D£^=/w* sont en nombre illimité; cette recherche est pénible et demande 
des développements assez étendus, surtout lorsque Ton veut, et tel est notre 
dessein , préciser les divers points qui séparent la méthode générale dç toute 
méthode particulière fondée sur un concours de circonstances fortuites. 

RECHERCHE DES SOLUTIONS ENTIÈRES DE L'ÉQUATION /«+D«»=/m», LORSQUE CETTh 
ÉQUATION, ÉTANT LIÉE A UN TRINOME F^=(Ao B^ A,) QUI PRÉSENTE, 4» LE MÊME 
SIGNE POUR A^ ET A,, î« L'INÉGALITÉ (BJ«<A^A,; LE NOMBRE D NÉGATIF EST 
ÉGAL A (BJ« — A^A,, ET LE NOMBRE m EST LE PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR DES 
NOMBRES Ao, SB^, A,. 

91. On a régalité 4D— 4A,A,=4(Be)" et par suite l'égalité ^ — ^ = ^^', 
le nombre -| est donc entier et peut, dans les conditions précitées, présenter 
trois cas : 1® -ï >4, 2** — r =4, 3*" — j =3; nous démontrerons que les 
éfi:alités -j = 2, -==1 sont inadmissibles. 

1" Cas. -î> 4; on a alors D>/w", et par suite, les seuls systèmes appli- 
cables à l'équation /'-[-Dw"=/n*sont ^ = 4-m, w = 0; t= — /w,w = 0; si on 
connaît les valeurs ^o = «v^t "h PctT"! » 7o=T<r^i"h^o7i q"î opèrent la transfor- 
mation de Fo = (Ao Bo Aj) en^=(i*i z^ M); les substitutions successives des 
coup\est=-{'m, m = 0; t= — m, a=0, dans les formules [E] , n** 88, vers 
la fin , donnent 

il est d'ailleurs évident que dans les formules [E] on a dû substituer, aux 
lettres a^b^c^, la nouvelle notation, c'est-à-dire les lettres Ao Bo A^; l'équation 
proposée K{^ùf + 2B^^o + ^^(^0)*=^ aura deux solutions liées à la solution 
Z = z, S= jj de réquation auxiliaire Z*-|-D=M.S. Nous rappellerons que dans 
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le cas actuel et dans toutes les ëtudes analogues liées aux autres Déterminants, 
la recherche complète de toutes les solutions dont les nombres sont, pour 
chaque couple , premiers entre eux, exige que Ton soumette aux essais toutes 
les solutions utiles de réqUatioq auxiliaire Z'±D = ]V1 . S. 

2® Cas. —7=4, on a alors D = /7z^ et par suite les deux systèmes applica- 
bles à l'équation ^-|-D«* = /7/* sont ^=-[-/7?, m=0; t=s — /w, a=0; ^=0, 

M=1 ; r=0, w= — 1 ; si on connaît les valeurs j:o==V^i4-Pa/i>7ô===7a^i"h^a/i 
qui opèrent la transformation de F^=(k^ B^ A,) en f^z=z{s^ z^ M); les substitu- 
tions successives des couples t e\. u dans les formules [E], donnent 

réquation proposée aura quatre solutions liées à la solution 2=jSi, s=is^ de 
réquation auxiliaire Z'-|-D = M.S. 

3* Cas. -^ =3, on a alors 4D=3/w' ; et si on donne à Téquation /*-|-Da'=/w* 

4/* 4Dtt* 

la forme -^ -| p- =4, on reconnaît ^ 1® que le nombre m doit être pair; 

2° que le nombre if doit être inférieur à ^ ; de là on déduit les six solutions 
suivantes applicables à Téquation f*-j-Dw*=:/w'; t^=im, a = 0; ^= — /w, 

si on connaît les valeurs ^o=«rP| + Po/M 7o = Ttr^i + ^o/i q^î opèrent la trans- 
formation de Fq = ( Aç Bç Aj) en ^J = (j, 2, M), les substitutions successives des 
couples t e\ u dans les formules [E], donnent 
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J'équation proposée aura six solutions liées à la solution Z=z^9 S=^| de Téqua- 
lion auxiliaire Z* -{- D = M . S. 

Démontrons actuellement l'impossibilité des égalités —5^ = 2, —^ = 1, l*" des 



nv ' nr 



deux égalités — 1- = 2 et A^A, — (Bo)*=D on déduit 

2" des deux égalités ^ = 1 et A,A, — (B,)*= D, on déduit 

or, les nombres -^ et — sont entiers , donc les égalités finales [P] et [Q] sont 
inadmissibles. 



RECHERCHE DES SOLUTIONS ENTIÈRES DE L'ÉQUATION /• — A«i<« = m«, LORSQUE CETTE 
ÉQUATION EST LIÉE AU TRINOME F^ = (A^ B^ A,) , C'EST-A-DIRE LORSQUE LE NOM- 
BRE Z>, CARRÉ EXACT ENTIER A«, REPRÉSENTE (B^)* — A^A,, ET LORSQUE m EST LE 
PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR DES NOMBRES Ao, 2Bo, A,. 

92. L'équation Û — Kijfz=^nù n'admet, dans les conditions indiquées, que 
deux systèmes de solution t:=im^ m=0; ^= — w, w = 0; un système 6 u, 
étranger aux deux systèmes précédents, donnerait l'égalité ^ -^ffy? =irrù '^ et par 
suite donnerait 

or, le nombre — ^ est entier,^puisque le nombre m* divise exactement 4A*; ainsi 

régalité [R] exige que la différence de deux carrés exacts entiers soit égale à 4; 
et cette dernière condition exige que le plus faible carré soit nul; de là u = 0, et 
par suite 6=it/w. Les solutions de û — AV=/w' sont donc ^=-[-^, w=0; 
^= — m, w=0, si l'on connaît les valeurs J^o=*(r^i"i"Po/i> 7o=To^i+^o^i 
qui opèrent la transformation de Fo=(AoBj^ A^) enyô = ('^i ^x M); les substitu- 
tions successives des couples t eX. u dans les formules [E] donnent 
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réqiiation proposée aura deux solutions liées à la solution Z=Zj, S = s^ de 
IVquation auxiliaire Z*-f-D^M.S*. 

RECHERCHE DE LA PLUS PETITE SOLUTION , EN NOMBRES ENTIERS , DE L'ÉQUATION 
f» — D«« = /ii«, LORSQUE CETTE ÉQUATION EST LIÉE AU TRINOME Fo = (Ao B,, A,) , 
C'EST-A-DIRE LORSQUE LE NOMBRE D POSITIF NON CARRÉ REPRÉSENTE (BJ* — A^A, , 
ET LORSQUE LE NOMBRE m EST LE PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR DES NOMBRES 

93. On choisira un des trinômes réduits <po=(ao b^ — •û'j), dont le Détermi- 
nant D est tel que le nombre m soit le plus grand commun diviseur des nom- 
bres (Iq 2^0 ^n ^^ choix limité est toujours possible, puisque l'on peut adopter 
un trinôme réduit équivalent au trinôme (A^ B^ A,), et que ce trinôme remplit 
les conditions indiquées; on pourra d'ailleurs ici calculer un trinôme réduit 
quelconque, pourvu que ce trinôme vérifie les conditions exigées; on formera 
la période de <po> ^"^ 71, cette]! période présentera un nombre pair, n"" 72, de 

trinômes réduits 91 ç, <p, ç^_, (p„, de sorte que les trinômes ç^, et ç^ sont 

identiques; le système ^o=*ii-^i + Pn/i> 7o=T'»-^i"h^n7iî calculé par le prin- 
cipe du n*" 59, change Ço=(ûo ô^ — a^) en <p„==(rt„ b^ — ^nM)y "^^^^ puisque les 
trinômes % et 9„ sont identiques, le système :Co=Xj-|"0.jri, Jo=0'Xi-\-j\ 
change aussi 90 en 9^; de ces deux transformations semblables on déduit, n"" 88, 
une solution en nombres entiers de Téquation ^ — Dw* = /;/*: si dans les for- 

"^ Si l'on compare les résultats consignes K^ Ki Kt K3 dans le texte à ceux que présente Gauss, 
Disquisitiones arithmeticœ ^ dans les mêmes circonstances , on reconnaîtra que les solutions de 
Téquation proposée liées à une solution de Téquation auxiliaire Z*-|-D=M.S, semblent être, dans 
notre étude, en nombre généralement inférieur à celui qui est indiqué par Gauss : or, cette infériorité 
est dans la forme , non dans le fond ; elle prend sa cause dans la suppression que nous avons 
faite des transformations impropres, suppression qui donne plus de rapidité à notre exposé; on 
peut d'ailleurs s'assurer que , même après cette suppression plus apparente que réelle , le nombre 
complet de toutes les solutions utiles applicables à l'équation auxiliaire Z*-|-D=ïM.S donnera 
toutes les solutions de l'équation primitive proposée. 

II n'était pas nécessaire de signaler tous les changements que nous avons cru devoir faire à la 
méthode déjà connue et dont l'étude est consignée dans cette partie ; ainsi , par exemple , les 
auteurs qui ont indiqué la théorie particulière de la résolution en nombres entiers de l'équation 
AQ.r' + 2Bç.r>'-|-Aij'=M ne parlent pas de l'équation conjuguée Agj:*4"^^o^/'t"'^i^ = ^iJ ^^^^^ 
omission jette de l'incertitude dans l'indication des solutions de l'équation proposée; nous ren- 
voyons d'ailleurs , sur ce point, à la note dun° 60. 
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mules [1 8] et [1 9] aux notations alors adoptées on substitue les notations nou- 
velles, c'est-à-dire si Ton remplace les lettres a^, Po> 7o> ^o> *n Pn Tn ^i P^^' '^s 
quantités 1 , 0, 0, 1 , ««, Pn> T«» ^»î ^^ solution de Téquation f — Da*=/w' sera, 

T = g y U = — ; ces valeurs, prises positivement, si elles ne sont pas 

telles , seront les plus petits nombres entiers applicables à ^ et à e/, excepté 
toutefois t=inij 2^ = 0; admettons en effet qu'il y ait un système 6 et u 
vérifiant les inégalités 6<T, u<U, et applicable à Téquation â — Da* = /w'; 
le trinôme (f^={a^ b^ — a^), 1* a le Déterminant D; 2' donne le nombre m 
lorsque Ton cherche le plus grand commun diviseur des nombres a^ 2^0 a^ ; 
3*^ est transformé en lui-même par les valeurs a:o-=x,-|-0./',, jr^^zQ.x^-^jr^*^ 
alors, par suite du problème, n^ 88, ce trinôme est aussi transformé en lui- 

même psLT les valeurs ^o=o^'^i"|"Pi/i> /o= Ti«^i"h^i/i5 ^^ nombres a,, Pi, 
7i, ^j, étant donnés parles formules 

«1 = ~ [«0^— (*c«o+^oTo>], Pt = ^ [^^—{bA+cAH 

^^ = l tV + («o«o + *oTo>], «, = ^ [ V+ («oPo + W"], 

pourvu" toutefois que, dans ces formules et aux lettres o^, Po> To> ^o) ^o) *o? ^o> ^> "> 
on substitue par ordi^e les termes 1, 0, 0, 1, ei^, ^o? """^n 0, u, les résultats 

sont «^ = ^(9 — ^,ii), p,= -(a,u), 'y,= ~(a,ii), ^,= -(e + èo«); ainsi le tri- 
nôme <pç=(«j, A,^ — aj est transformé en lui-même par le système 

examinons les conséquences de cette conclusion : les quantités ^y —, 

— , ' ^ représentent des nombres désignés n" 77, par les lettres A-, /, />, y; 

par suite on a - = ^ ; remarquons, en outre, que Ton a les égalités suc- 
cessives 

e*— Du'=:m' ou e'sr: (*.>•+«/!,«' 4- m»; 

et puisque les nombres a^ a, ont le même signe, on a 6">(*o)*^' ou 6 — ôo«>0, 
donc les nombres "~ °" ou-, a^, a^, ont le même signe; dans ces conditions, 

25 
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les principes exposés , n® 7 7 , 1 *' cas , démontrent que le nombre "" ^ repré- 
senté par la lettre kj doit être égal à Tun des nombres a,, a,, a^, etc. : soit Téga- 
lité t=hi = oL/^ de cette égalité on déduit, n« 77, V cas, 5^=P„ ^^=7.» 

' ^ = ^^ ; la comparaison des égalités U = — , — = ^^^ montre que l'hypo- 
thèse u < U amène Tinégalité 7^ < T«; or rappelons actuellement que les quan- 
tités -, -, -, -....—, sont, par ordre, les diverses réduites de l'expression 

- — ^^—^ transformée en fractions continues, n*^ 74; ainsi les dénominateurs 

Ti> Ti7 Tsj ®tC'> croissent, et par suite de l'inégalité 7^<]7n? l'indice jx. donné 
à 7|, est placé entre et n exclusivement, mais le trinôme (p^ qui correspond à 
l'indice (a et le trinôme (po 9 sont identiques , et cette identité est inadmissible , 
puisque la période 9^ 9^ <Ps**** f^t-*-* fn-ifn ^^ "ne suite de trinômes contigus 
différents; donc enfin U est la plus petite valeur entière de u; d'ailleurs des 
deux égalités P— DU»=/w», 6* — Du*=m* on déduit 6'— 'P=:D(u*— U*), et 
par suite T<;6. 



RECHERCHE DES SOLUllONS ENTIÈRES DE L'ÉQUATION /« — /?«* =:m«, CONNAISSANT 

LA PLUS PETITE SOLUTION T, U DE LA MÊME ÉQUATION. 

94. L'égalité V — DU' = m' peut prendre la forme 

\m ^ m /\m m ] ' \m * m / \m m ) ^ 

le nombre e étant entier quelconque , posons pour abréger 

,„. m/T . Uy/Py ■ mfT Uv/Dy_ m (T , Uy/py mfï Uv/D\' 

de manière que si à e, exposant dans les premiers membres et indice dans les 
seconds, on substitue la suite naturelle 0, 1 , 2 , 3 , etc. , on ait , jusqu'à l'infini, 
des systèmes t^u^^ t^u^, t^u^j t^ u^^ etc. , on peut alors démontrer r que tout 



* L'égalité ^ = «j, admet , n» 77 , l'état non nul des nombres k etp ; or, nous démontrons dans 

A J. 

le texte l'impossibilité des égalités ^=0 , ~ = 0. 

■^ ° m m 
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système t^ u^ est une solution de Téquation t^ — Diâ = m*i 2** que tout système 
présente des nombres entiers; 3^ que toute solution entière de Téquation 
t* — Diâ=m^ est comprise dans les systèmes indiqués. 

1"" Les égalités 

donnent après addition et soustraction successives 

et la multiplication de ces dernières égalités donne {t^y — D(a^)*=m*. 

2"" Les nombres t^ et u^ sont entiers; remarquons d'abord que les deux 

suites /o ^1 ^ ^€9 ^tc, «0 "i M|....We> ^^^'9 constituent deux séries récur- 

2T 
rentes dont l'échelle de relation est commune et est représentée par 1 , 

en effet , les égalités [H] additionnées convenablement donnent 






m ' wî 
Uv/D\'/T Uv/D 



, ^/T Uy/Py/T Uy/P . 



T Uy^P 
m /7i 






îy^pV'w ' w / jiw^^ /w ' T I Uy^P 

\ m ■ m 

m^/T Uy/Py/T Uy^ . i \ . 

2y^W /w / |m m » T Uv/P[' 



m /7i 



or, si Ion tient compte de l'égalité /■ — Diâ=:m*j chacun des deux polynômes 

T , Uy/P I i ^^ l_^ \ ^ 

m'^ m * T j^Uv/P ^ "* T U^P 

/H 1^ m wf /n 
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2T 

donne le même résultat qui est — ; on a alors les égalités 

, 2T r /w /T , Vyfby m /T Uv/D\'] 

et u^ + u^,= -\j^{^^J^^) __^-.__jJ, 

2T 2T 

OU finalement t^ -|- f^_j = — t^ et m^ -|- u^^ = — a, : ces divers nombres sont 



/w • • I» I • * fn 



entiers; rappelons qu il existe un trinôme Fq=(â« B^ A^) dont le Déterminant 
est D, dont le trinôme réduit est (f^=^(a^ b^ — a^ et qui donne m lorsque l'on 
cherche le plus grand commun diviseur des nombres Âq 26^ A^; on a donc 
V — U'CBç' — Aç k^=^nif ^ donc le nombre AT est exactement divisible par m", 

2T 

et par suite — est un nombre entier positif; donc enfin les divers nombres 

t^t^ t^*.,.t^^ u^ u^ u^....Ug sont entiers et les termes de chaque série croissent 
indéfiniment. 

S*" Toute solution entière de Téquation f — Dw*=/7i' est comprise dans les 
deux suites ^^ t^ t^,,.t^j u^u^u^...,u^'^ admettons Thypothèse de deux nombres 
entiers T, Uj, constituant une solution de Téquation ^ — Dw*=/w* et étrangers 
aux séries précitées : les termes des deux séries croissent indéfiniment ; ainsi 
le nombre Uj est nécessairement placé entre deux termes u^ et a^ de la série 
Mo ^ M, . . • . a^ ; on a donc Uj >• u^ et Uj < u^^ ; or, nous voulons prouver que 
ces deux dernières égalités sont inadmissibles , et la démonstration présentant 
quelque longueur sera subdivisée en plusieurs paragraphes désignés par les 
lettres a), b), c), d), e), f). 

a). Les systèmes T^ U, , t^ u^ constituant deux solutions de l'équation 
^ — liif=Lt7i? ^ un simple calcul prouve que le système 0=— (T,.f. — D.Uj.w,), 

ii=— (U/„ — TjM^ est une solution de la même équation. 

b) Les nombres 6 et u sont entiers : 1 ^ rappelons qu'il existe un trinôme 
(Ajj Bo A,) dont le Déterminant est D ; 2* que le nombre m est le plus grand 
commun diviseur des nombres A^, 2B<,, A^; 3" que les systèmes T^ U^, t^ a. sont 
des solutions de Téquation /'— D(^=/72*; ces diverses conditions donnent les 
égalités 

[1] (T.)'-D(U.)'=,7i' [2] (fJ-D(«.)' = /"' [3] (BJ-D=AA; 
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constatons aussi 1 "" que les produits de chacune des égalités [1 ] et [2] par le 
nombre 4 prouvent, si on les rapproche de [3], Tétat entier des nombres 

— , — ^î 2* que les produits de l'égalité [3] par chacun des nombres (U,)*, (w«)* 

peuvent être écrits 

[5J (BoU,+TO (B,U, - TO = A,A,(U0'-//2' ; 

[6] (b,u, + Q{B,u, — Q = A,A,(w J — m' ; 

les premiers membres sont des multiples de rri^ ; or, dans Tétat actuel des faits, 
chaque facteur de ces membres est un multiple de m; en effet, 1^ l'état non- 
multiple de m , admis , par exemple , pour chacun des deux facteurs du premier 
membre de [5], donne, après division par rrij deux restes r^, r^, lesquels, 

par suite des conditions — - . — ^ nombres entiers, sont nuls, car ces restes 

doivent vérifier les égalités ro-}-^i = 0, r^ — ri=0; 2** l'état multiple de m 
attribué à l'un des facteurs du premier membre de [5] ne peut, le nombre 2T 
étant multiple de m, être nié pour l'autre; concluons : l'état multiple de m 
appartient à chacun des quatre facteurs précités, appartient donc au nombre 
^i(^n-|-Bo"n) — ^«(BoUj -f- Tj) , ou, après réductions, appartient au nombre 
Uj/^ — li^Tj ; donc , paragraphe à) , le nombre u est entier , et par suite de l'éga- 
lité 6* — Du'=/?i* le nombre 6 est entier. 

c) L'égalité u=0 est inadmissible; de cette égalité admise, on déduit 
DA-«J., ou (U.)«(g*=(".XTO% oii(U;/[D(«J+m«]=(M.)'[D(U.)'+/n'], 
OU 1)4= w„, circonstance que l'hypothèse première Ui>a„ rend impossible, 
ainsi le nombre u n'est pas inférieur à U , à ce nombre qui dans toute cette 
théorie, a désigné la plus faible valeur entière, après zéro, applicable à la 
lettre générale u. 

d) Des valeurs de t^ t^^^ , u^ a.^, on déduit facilement les égalités 

« 

et l'abaissement successif des indices amène, quel que soit le nombre entier n, 
les égalités finales 

delà résulte que l'égalité \} = Vi qui amène l'égalité 8=T est inadmissible, car 
cet état donne, paragraphes), les égalités w^, = U, t^ = T^^ lesquelles 
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réunies à Thypothèse première impliquent contradiction, enfin de Tensemble 
actuel , rapproche des paragraphes a) et c), on déduit l'inégalité //lu > mU , et 
par suite on déduit la condition U/„ — T^w^ > u^^ — t,^u^, 

e) Les équations (TJ—D(U,)*= m*, {t^ — D(w„^^)*=/n% donnent 

de là, et par suite de l'inégalité primitive l]j<tt„4.i, on déduit îj-= >-^. 
f) Les conditions finales indiquées d) et é) donnent 






OU lJ,(0«_^Jl=g-i > a^(0'- ^.::=^^:^; 



substituant à (TJ, (/„)*, (f^4^)Mes valeurs respectives m' — D(U,)*, rrf — D(a.y, 
m* — D(a^)% le résultat, après réduction et après division par /w* , est 

U, — •yp->w„_j^ — -^ry^, or cc dcrnicr résultat est inadmissible par suite de 

l'hypothèse primitive Ui<;w,^, ainsi les suites /^> ^, ^,.... ^^, ci^ a^ ^....i/« repré- 
sentent tous les systèmes entiers applicables à Téquation û'—Diâ^m*^ et nous 
pouvons établir la règle générale suivante : 

95. Etant donnée à résoudre, en nombres entiers, l'équation 

A,C^,)-+2B^^,+ A,(7J=M, 

dont le Déterminant D=:(Bo)* — A(,A, est un nombre positif non carré; si 
réquation auxiliaire Z* — D=M.S donne une solution z^ a\ liée à Téquation 
proposée, on peut établir une série de trinômes contigus, série dont les 
trinômes premier et dernier sont (A^ B^ A^) et {s^ z^ M) , par suite on peut , 

n*' S9, calculer les valeurs .t^o=«ff^i+Pi7i> ^o=T(r^i+^flt/i <F* opèrent la 
transformation de (A^ B^ A,) en (s^z^ M); de là enfin, on déduit, 1° Xo=Po, 
^ç= Jjj solution de l'équation proposée, 2** ^o=«o> ^(F=Yo solution de l'équation 
conjuguée; nous savons actuellement que toutes les transformations de (A^ B, A^) 
en (^1 z, M), transformations semblables à la première, sont données par les 
formules [E], n^ 88, vers la fin, pourvu que dans ces formules, on remplace, 
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comme l'exige la nouvelle notation , les lettres a^ b^ c^ par les lettres k^ B^ A, , 
on a ainsi 

7o= ^[To^ + (Ao«o + BoTo)"]^i + r«[V+(AoPo+ Bo^>]ri , 

par conséquent y les lettres ^ et ^ désignant les systèmes de solution de Téqua- 
tion â — Dw'=/w% on peut représenter toutes les solutions 1** de Téquation 
proposée 

AoW+2B^o/o+ A,(jro7=M , 
par les valeurs Xo=i|p/-(BA+A,j;/Ot ro=,^lV+(AA+BoW; 



2**. de l'équation conjuguée 

Ao(7o7+2B^a7o+A.Cro)'=^n 
par les valeurs x,= -U,t—{h^^(i,^^u], 7o = -[V+(Aoao+BoTo>]» 



les nombres qui constituent chaque système sont premiers entre eux. 

96. Les transformations données par les diverses solutions t eiu sont toutes 
semblables, par conséquent le calcul qui fera connaître un nouveau système appli- 
cable à réquation proposée, aura pour éléments d'abord Aq B^ A^ et les valeurs / 
et u qui suivent immédiatement celles qui ont été employées dans le calcul qui 
aura précédé; enfin la recherche suivante aura comme éléments ou les valeurs 
premières o^, Po> To? Ki ^" '^s valeurs oq, p^, 7i> ^i données par l'opération 
quia précédé; si l'on conserve les valeurs o^, p^, -y^, \^ les coefficients de t et 
de «, dans les formules ci-dessus, deviennent invariables, peuvent être repré- 
sentés par les quantités, 1® G, H, K, L, pour l'équation proposée; 2® G,, Hj, 

Kl, L,, pour l'équation conjuguée, et ces formules sont, 1** Xo = - (G^-}-Hw), 
7,= i(K^+L«); 2" x,=i(G./+H.u), 7.= i(K/+^«). 

Suite de t exemple numérique présenté n"" 80. L'équation proposée était 
4(.ro)' + 28a:o7o + 20(7o)' = 956 , l'équation auxiliaire Z* — 1 1 6 = 956 . S a 
donné les quatre solutions utiles z,=-}-11-2, jj=-j-13; z^= — 112, ^j=-f-l3; 
3,=-|-366, ^,=-4-140; z,= — 366, ^^=-|-140; la troisième solution soumise à 
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Tessai a donné les valeurs ^o=10:Fj-}-27/,, ^o= — ^^^6 — 35^5, et ces valeurs 
établissent dans la série de trinômes contigus le passage du premier au sixième 
trinôme, de là on déduit le système ^^,,=27, /o= — 35, applicable à Téquation 
proposée. Cherchons actuellement les diverses solutions qui dérivent de cette 
première; Téquation nécessaire /* — Dw'=/w' est ^ — H6i/*=16; le trinôme 
que nous admettons comme étant lié à cette équation , c'est-à-dire le trinôme F^ 
est (956 366 140), le trinôme réduit Ço, n"' 80 et 93, est (4 10 —4), enfin 
la période de ce dernier trinôme est, n** 72 (4 1 — 4) (—-4 1 0-|-4)(-|-4 1 — 4); 
or le problème, n° S9, donne la transformation du trinôme (4 10 — 4) en 
lui-même, on a a, = a„ = — 1, p, = p„==— 5, 7,=7.=— 5, ^,=*„=— 26; 
ainsi la plus faible solution en nombres entiers de Téquation /^ — Diâ^^m^, est, 

n** 93, T = ^^Î2^-t-^ = — 54, U = ^= — 5, si on emploie les deux séries 
récurrentes indiquées , séries dont l'échelle de relation est — = 27, on a les 

systèmes positifs £^0=0, ^0=^5 Wj=U = 5, ^,=T=54; Mj=135, ^, = 1454; 
«3 = 3640, r,= 39204, etc., applicables à Téquation û — Il6i/*=16; la con- 
naissapce de ces systèmes amène celle des solutions de Téquation 

U(xJ + 2Sx,x, -f 20( jTo)' = 956, 

qui sont liées à la première solution .a:o = 27, ^o = — 35; le premier mode de 
transformation de (4 14 20) en (140 366 956), étant, n'' 80, représenté par 
les égalités «^=10, Po=27, 70= — 13, ^^ = — 35; le second mode, qui est 
alors inconnu, est représenté, n"* 88, paraj, p,, 7,, Sj; on doit, 1" reprendre 
lés formules données n^ 88 et n® 93. 

7.=^ [V+K«.+*.T.>]. *.=^ [V+(«.P.+ W«]; 

2* aux lettres m, a,, ^,, y,, ^,, a,, b^, c„ substituer par ordre les nombres 
4, 10, 27, —13, —35, 4, 14, 20, les résultats sont: 

[K] a,= |(i0/+120«), p.=jj:27f+322a), ^,=^(— 13^— 142«), 

*.=|(— 35/— 382«), 

si à r et à u on substitue le plus faible système f =54, u = 5, on a a,=285, 
p, = 767, 7,=— 353, *. = — 950; ainsi les valeurs z, = 285x, + 7677. , 
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7o= — 353a:j — 950^i, donnent une seconde transformation de (4, 14, 20) 
en (956, 366, 140); par conséquent, V le système ^^=767, jro = — 950 
est une solution de l'équation primitive proposée 4(xJ-|-28xç7q-|-20(jJ=956; 
2Me système .ro = 285,^o= — 353 est une solution de l'équation conjuguée 
%o)* + 28x,7, 4-20(^^=140. Si dans les formules [K] on substitue au sys- 
tème tel u les nombres 1454 et 135, les résultats seront a,p=7685, Pj=20682, 
Tt=— 951 8, ^,=—2561 5, et par suite, 1 *» le système ^^=20682, /,=— 2561 5 
est une solution de l'équation proposée; 2"* jro=7685, j^,= — 9518 est une 
solution de l'équation conjuguée. Si dans les formules [H] on sul)stitue, V k t 
et à w le système 1454 et 135; 2^ aux lettres a^, p^, 7,,, 8^, les nombres-lettres 
«1=285, (3^ = 767, -]f, = — 353, J,= — 950 obtenus dans la première opéra- 
tion , les résultats sont a,=207210, ^3=557647, Yr=— 256633, âF=— 690655, 
et par conséquent, V le système a:^ = 557647, jo= — 690655 est une solu- 
tion de l'équation primitive proposée ; 2° le système .r,=20721 0, jo=— 256633 
est une solution de l'équation conjuguée. 

97. L'équation /* — D^=/w* considérée d'une manière générale, n'est pas 
toujours résoluble en nombres entiers, mais elle a cette dernière propriété 
lorsque le nombre m étant le plus grand commun diviseur des nombres 
A^,, 2Bq, a,, le trinôme (A^ B^ AJ présente le Déterminant D; la question 
suivante peut donc offrir quelque intérêt , elle nous sera d'ailleurs utile dans la 
suite de celte partie; quelles sont, entre les nombres D et //i, les relations qui 
placent Téquation â — Dw*=/w' dans les conditions précitées, c'est-à-dire 
parmi celles dont nous venons de faire l'examen. Décomposons le nombre I) 
en deux facteurs n* et D, , le nombre n*, qui peut être l'unité, contenant l'en- 
semble des facteurs carrés qui entrent dans D, deux cas peuvent se présenter. 

1" Cas. D, = 4A'-|-1. Tout nombre g diviseur de 2n sera une valeur con- 
venable pour m, et réciproquement toute valeur convenable pour m sera un 
diviseur de 2«, 1** si le nombre g divise 2w, la résolution en nombres entiers 
de l'équation ^ — Diâ=m* est possible; en effet, le nombre D est le Déter- 
minant du trinôme (g n j ; en outre, le nombre g est le plus grand 

commun diviseur des nombres g 2n ^ , puisque le nombre ^ — - est 

égal à -^ ( *T" j qui est manifestement un nombre entier ; 2** si le nombre g 

représente m, si le trinôme (A^ Bo AJa le Déterminant D, enfin si le nombre^ 

26 
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est le plus grand commun diviseur des nombres A^ , 26^ , Â^ ; les trois nom* 

bres ^ ^ — 1^, ~5-, —5- sont entiers; or ce dernier nombre prouve le pnn- 

cipe énoncé ; si , efTectivement, le plus grand commun diviseur des nombres 2/i 
et g était un nombre 8 inférieur à gj posant 2n=.hi g = 8.gf, et substituant 

dans — r-S le résultat ,^^^\ serait un nombre entier; or les nombres^ et /i' 

^ (êr) ^ 

sont premiers entre eux , ainsi le nombre D renfermerait le facteur carré (g^, 
et par suite le nombre /i* ne serait pas le facteur carré maximum contenu dans 
le Déterminant D. 

2® Cas. D^ = Ak'\-2 ou D,=4A4"3- Tout nombre g diviseur de n sera 
une valeur convenable pour m , et réciproquement toute valeur convenable 
pour m sera un diviseur de n^ V si le nombre g divise /i, la résolution en nom- 
bres entiers de l'équation â — D«*=/w* est possible; en effet le nombre D est 

le Déterminant du trinôme (g — —M , le nombre g est le plus grand com- 

mun diviseur des nombres g, — -* ; 2* si le nombre g représente m, si le tri- 

nome (A^ B^ AJ a le Déterminant D; enfin si le nombre^ est le plus grand 
commun diviseur des nombres A^, 2Bq, A^, le nombre g sera diviseur de n; 
un raisonnement parfaitement semblable à celui qui a été fait précédemment , 

prouve que le nombre — est alors entier^ or ce nombre entier ne peut être 

o 

impair; soit en effet — =2/?-|-1, de là on déduit --5- = 4Q4-^> ou puisque 
Tune des deux égalités Dj = 4A:-|-2, Di = 4A:-|-3 est exacte , on aurait alors 
soit — 5p=4i^-|-2, soit — j-^==4j-j-3i c'est-à-dire soit ■-j-==4V-f-2, soit 

6 6 B 

— z=iAs-\-3j conditions inadmissibles; ainsi le nombre entier — est pair, 

donc le nombre g est diviseur de n. 

Des deux démonstrations précédentes on peut déduire deux faits remarqua- 
bles, 1"* l'unité est dans tous les cas une valeur convenable pour m; en d'au- 
tres termes, la résolution en nombres entiers de l'équation f — Da*=1 est 
toujours possible ; 2** le nombre 2 ne sera valeur convenable pour m que lorsque 
le nombre D présentera l'une des formes 4^ ou 4A'-|- 1 . 

98. Théorème. Étant donnée à résoudre, en nombres entiers, l'équation 
f — Di^=/7t*, si le nombre m est convenable, c'est-à-dire place l'équation dans 
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les deux conditions indiquées n* 95, la résolution de cette équation peut être 
ramenée à celle d'une équation semblable dans laquelle onam = 1 ou/w=:2. 
Reprenons Tégalité D=n^^; deux cas peuvent se présenter. 

* 

i^ Cas. Si le nombre m divise n^ alors le nombre m* divise D, et si Ton 

pose réquation 6 t^ = ij les solutions applicables à cette dernière équation 

étant ensuite multipliées par rriy seront les solutions de Téquation proposée. 

2* Cas. Si le nombre m ne divise pas /i, au moins divise-t-il 2n, puisque 
réquation proposée est résoluble en nombres entiers , d'ailleurs l'égalité 

( — j — ( — ^j = — 5"^ , dans laquelle le premier membre est entier^ prouve 
que m divise 2«, le nombre m est donc pair et le nombre — j est entier, si l'on 
pose l'équation 6" 5-0' = 2; les solutions de cette dernière équation don- 



nent, si on les multiplie par -, les solutions de l'équation primitive proposée. 



99. Théorème. Si, comme nous l'avons fait précédemment, on désigne 
^ t^ t^ — t^j etc., u^u^ u^....u^ l'ensemble des solutions entières et positives 
de l'équation possible û — Da*=/w\ et si la lettre h désigne un nombre entier 
quelconque , il existe toujours un indice (i. qui rend exactes toutes les égalités 
suivantes : 

[A] e^ — /; =pfi, t^ — ^i=pA ^,^-H — ^t=M • • • • ^ii+k~" ^k=Pifi' 

[B] u^—u,=g^y t^^—Ur==çA ^^—Ut=qJ^ • • • • %^—^iF=^qA etc. , 



la suite illimitée p^ PxPt""Pkj etc. , ^o 7i 7f * • -* ?* 9 etc. , ne présentant que des 
nombres entiers. Remarquons d'abord qu'il suffit de démontrer l'exactitude 
des deux premières égalités qui entrent dans chacune des suites [Â] et [B]; cette 
exactitude amène en effet pour chaque série celle de toutes les égalités qui 
suivent les deux premières ; reprenons l'échelle de relation des deux séries 
récurrentes t^ ty /;..../;, etc., u^ u^ m, — a^, etc., on a les égalités 

W ST* 2T 

ainsi l'admission des deux premières égalités de la suite [Â] amène l'admission 
de la troisième, et généralement amène celle de ^^44"— -^k=/'iA; la même 
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démonstration est applicable à l'égalité w^^^* — • «» = y^A, on doit donc seulement 
prouver l'exactitude des quatre égalités problématiques. 

la troisième de ces égalités est toujours admissible ^ formons en effet l'équation 
auxiliaire 

[E] if—feïyf=m\ 

les principes établis n^ 97, prouvent que la possibilité reconnue de l'équation 
f — Du^ = m* s'étend à l'équation [E] ; appelons Oj Uj la plus faible solution de 
cette dernière équation, on déduira le système ^j=T=6i, Wj=U==/zui appli- 
cable à l'équation proposée /* — Da*=/w', par conséquent le nombre kj^ est 

placé dans la série u^ u^ w, m„, etc.; admettons l'égalité Uy^ = h.^J^^ alors 

l'hypothèse {/.=>. vérifie la troisième des égalités [C]; et si cette même hypo- 
thèse vérifiait les trois autres égalités [C], la démonstration générale serait ter- 
minée; or nous voulons prouver que si l'hypothèse (J!. = >. ne vérifie pas ces 
mêmes trois égalités [C] précitées, on peut affirmer que l'hypothèse |jl = 21l 
vérifiera les quatre égalités hypothétiques. Rappelons en effet les formules 
générales qui représentent, n° 95, les valeurs de tyy w^, t^^ u^, on a 

W — 4 y^.'T m ) '^ ^ V"^"^/ "^ 4 U~ ^ ) ' 

OU , après addition , 

ou, enfin, (^)'-|-D(w^)'=m./;j^; 

ainsi on a l'égalité 

[1] ^ = ^[(^)'+D(«.)']î 
de là on déduit ft. =/w-| —, ou finalement ^^^ = — ^ : or le nombre m* 

^ * m ^ h mh ^ 

divise 4D; donc, à plus forte raison, le nombre m divise D, d'ailleurs le nom- 
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bre h divise Ur^ , donc 1^ nombre !^T" * est entier. Un calcul analogue à celui 
qui a donné Tégalité [1]^ donne l'ëgalité 

[2] "a = ~-^t.-wx; 

or le nombre k{t^f qui est égal à 4D(f^)' -j- 4/w', est divisible par //i*, donc le 
nombre 2.^ est divisible par m\ d'ailleurs m^ ^^^ divisible par A, donc le 

nombre — r — est entier. Un calcul analogue aux deux précédents donne 

l'égalité 

[3] ^+.=^.+ ^^. 

par conséquent le nombre ^"^*~ * est entier. On a aussi l'égalité 

or le nombre 2/^^^ est divisible par /w, et le nombre u^ est divisible par h\ donc 
enfin le nombre "'^"^* ~ "* est entier; le théorème général est donc démontré^ 
et son utilité sera indiquée par la suite. 

100. Les principes développés dans les trois numéros qui précèdent ne 
peuvent être étendus, en général, à une équation isolée f — Dm*=/w% ils 
permettent, sans doute, de constater, s'il y a lieu ^ la présence de relations 
qui peuvent faciliter la résolution, en nombres entiers de cette équation, mais 
l'absence des caractères distinctifs, n® 97, ne peut être une preuve de l'impos- 
sibilité de la résolution demandée, le recours à la méthode générale exposée 
dans toute cette partie est alors indispensable; on devra, l'' suivre les règles 
déjà établies pour obtenir les systèmes dont les nombres, pour chaque sys- 
tème^ sont premiers entre eux ; 2^ soumettre l'équation aux essais dont l'en- 
semble forme le chapitre suivant , essais qui donnent le moyen non indiqué 
jusqu'ici d'obtenir les systèmes dont les nombres , pour chaque système , ne 
sont pas premiers entre eux. 
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CHAPITRE II. 

RECHERCHE DES SOLUTIONS x=p, x=q ^^ L'ÉQUATION aj^ + Uxy{- cj* =U 

(les nombres p etq non premiers entre eux). 

101. La méthode de résolution, en nombres entiers, de Téqualion 
ax'-[-2Axjr-I-c/*=M , a été, n^ 33, divisée en deux études distinctes; les 
principes exposés dans le chapitre précédent font connaître les solutions qui , 
pour chaque système, présentent des nombres premiers entre eux, nous 
devons compléter cette théorie en donnant les moyens d'obtenir les systèmes 
qui ont le caractère indiqué dans le titre actuel. 

Étant donnée à résoudre, en nombres entiers , Téquation 

la recherche des solutions Xq=/?, Y^rriy, les nombres /> et y non premiers 
entre eux, est tellement simple que Tordre métliodique adopté est le seul 
motif qui place cette étude dans un chapitre particulier. Soit en effet le sys- 
tème Xf^=p^.dy Yo=ç'j.rf, les nombres/?! et q^ premiers entre eux, applicable 
à réquation proposée, on a Tégalité 

ou filpd* + 2B,p,q, + A.(y.)»= 5 ; 

ainsi la recherche générale qui nous occupe est partagée en autant de re- 
cherches particulières déjà connues qu'il y a de facteurs carrés dans le nombre 
donné M ; la division de ce dernier nombre par un de ces diviseurs carrés ef 
transforme Téquation primitive proposée en une autre dont la forme est 

• 

et tout système a:o=a, /o=^9 ^^ nombres a et b premiers entre eux qui est 
applicable à Téquation transformée, donne le système X^=ia.d^Y^z=zb.d 
applicables à Téquation primitive proposée. 

Exemple. Équation (XJ— 48(Y J=1 521 .; l'équation auxiliaire ff— 48=1 521 S, 
modifiée par l'hypothèse S = w — 1 , donne Z*-|- 1473 = 1 521 «, et l'on peut 
agir sur celle-ci , soit directement par les essais indiqués n® 47 , soit indirec- 
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tement, c'est-à-dire après une transformation opérée sur le nombre P=1521 ; 
le premier mode offre quelque intérêt comme étant lié à une des particularités 
consignées n^ 46 : les essais directs amènent les égalités 

[H] 1521.42 — 3M473 = 225*, 1521 .61 — 3*. 1478 = 282*, 

or, la condition, multiple de 3, constatée dans les nombres-racines 225 et 282 crée 

la difficulté précisée n"" 46 , tableau VII ; le choix fait d'une des égalités [H] , par 

exemple, de l'égalité 

1521.61=282«+3M473, 

donne, après division par 9, l'égalité 

169.51= 94* + 1M473, 

ainsi le système x=9U yjr=6\ est une solution de l'équation Z"-|-1 473=1 69.^, 
et le système correspondant , sera obtenu , s'il y a lieu , par l'emploi des for- 
mules générales n^ 39; or, cette recherche est infructueuse, mais il est certain 
que cette absence de système ne prouve pas , d'une manière péremptoire , 
l'impossibilité d'avoir pour l'équation proposée un système X^, Y^, lié au 
système a; = 94, ^=61, et ayant des nombres premiers entre eux : cette 
impossibilité , réelle dans l'exemple actuel, soit pour le système x=9A , j^=61 , 
soit pour le système .r = 75, ^=42, est le résultat d'une recherche ulté- 
rieure, opérée après la transformation du nombre/? =169 en/;j = 13, n^ 46 , 
et par conséquent est le résultat de nouveaux essais tentés sur l'égalité 
Z'-[-1473 = 13(fJ. Concluons de ces divers faits que l'équation auxiliaire 
P — 48 = 1 521 S ne présente aucune solution ; c'est-à-dire n'a aucun sys- 
tème js, Ji , le nombre z^ non supérieur à -5— ; par conséquent l'équation 

proposée n'a aucun système X^ = m , Y^ = ^ dont les nombres m et n soient 
premiers entre eux , mais cette équation ofTre-t-elle des systèmes dont les 
nombres ne sont pas premiers entre eux? examinons : le nombre 1 521 contient 

deux facteurs carrés (1 Sf et (3)* ; si nous soumettons à Tessai le nombre --^ , 

l'équation transformée est (x^)*— i48(jro)*=-5r" = 169, l'équation auxiliaire 

27 — 48=1 69.S offre les solutions utiles ^,= -[-75 , ^^=33 ; Zy= — 75, ^,=33 ; 
la première solution indiquée 2^=75, ^^=33, donne les deux séries de 
trinômes contigus 

[r] (1 — 48)(— 48 48 —47) (—47 40 —44) (—44 42 —39) 
(—39 36 — 3;2)(— 32 28 — 23)(— 23 18 12)(— 12 6 1), 

[V] (169 75 33X33 — 9 1)(1 6 -^12); 
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chaque série est terminée par le trinôme réduit et est obtenue en employant 
'es principes exposés n"" 71 , les deux trinômes réduits sont identiques, ordre 
inverse; on peut donc , n® 79 , 2** cas^ former la série 

(1 — 48)(— 48 48 _47X— 47 46 — 44X— 44 42 — 39)(— 39 36 —32) 
(—32 28 — 23X~23 18 — 12)(— 12 6 1X1 —9 33X33 75 169) 

le passage du premier au dixième trinôme a lieu, n® 59, par les valeurs 
.To = 1 5 Xj -|- 377i , 7o = 2 Xg -|- S^i , ainsi le système or^, = 37 , ^q = & est appli- 
cable à réquation transformée (x^^ — 48(^o)*=169; cherchons les systèmes 
liés à cette première solution; Téquation /*— Df^=m*, à résoudre dans 
l'exemple actuel , présente la forme f — 48m* = 1 ; adoptons , n** 95, le trinôme 
réduit (—12 6 1) dont la période est (— lî 6 1X1 6 — 12)(— 12 6 1); les 
valeurs qui transforment en lui-même, le trinôme réduit ( — 12 6 1) sont, 

n« S9,:r,=— a:,+7,, ^,=12^:,— 13jr,, et par suite, n^95, ^,=T=^^Î2i±^=7, 

/72Y 

w=U= — ^=1, de là les deux séries récurrentes ^o==1> ^i = T = 7, ^=97, 

/3=1351 , etc., Wo=Oj Wi=U = 1, w,= 14, «,= 195, etc. ; la connaissance 
des divers systèmes applicables à Téquation ^— •48m*=1 amène celle de la 
partie des solutions de Téquation (.ro)'— 48(^o)'=169 qui est liée au premier 
système Xo=37, ^0 = 5 relatif à celte même équation (x^ — 48(^o)* = 169; si 
nous adoptons les notations indiquées, n** 88 , le premier système de transfor- 
mation étant représenté par Oq, Po, y^, J^? 1^ second système de transfor- 
mation , système alors inconnu , sera représenté par a^ , p^ , 7, , &, , et laissant 
de côté réquation conjuguée {x^ — 48(^o)* = 33 , on devra dans les formules 
suivantes , voir n** 89 , vers la fin , 

remplacer les lettres /w, a^, p^, -^,,, &o> ^> *o> ^o» P^^r les nombres 1,15, 37, 
2,5, 1, 0, — 48, les résultats sont pi=37^-|-240w, Ji=5^+37a, etc. etc., 
réquation proposée (X^,)* — 48(Yo)*=1521 , dont les solutions sont obte- 
nues en multipliant par le nombre 3 les solutions de Téquation transformée 
(^0)' — 48(/i)'=1 69 , réquation proposée présente les divers systèmes Xj=1 1 1 , 
Y.=15; X^1497, Y,=216, etc. 



TROISIÈME PARTIE. 

RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION aX«-f 2ôXY + cy-|.2rfX + 2^\ +/=0 



102. Cette recherche sera divisée en deux chapitres selon Tétat non nul 
ou Tëtat nul de^ — ac. 



GHAPrrRE PREMIER. 

RÉSOLUTION DE UÉQUATION aX'-f Î^Y + cY^ + a^a + adT+Z^O, 

AVEC LA CONDITION l? — ac^{S. 

103. Étant donnée à résoudre^ en nombres entiers, et avec la condition 
précitée, Téquation 

[A] aX«+2éXY+ cY«-f 2rfX + 2eY +/= ; 

si j par une transformation bien connue, on substitue aux variables X et Y les 
variables x et y, c'est-à-dire si Ton pose les égalités 



rg-i V x + crf — be y y-^-ae-^bd 



l'équation [A] prend la forme 

[C] iïa;*+2*a:7-f.c/=M, 

en faisant pour abréger 

la résolution de l'équation proposée est donc remplacée par celle de l'équa- 
tion [CJ; l'état entier des nombres X, Y donne évidemment le même état aux 
nombres x et jr, mais la proposition réciproque est, en général, inexacte, et parmi 

27 
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les solutions entières ^r et ^^ si toutefois la résolution en nombres entiers de 
rëquation [C] est possible; on devra choisir les systèmes ^1,^1, qui donnent à X 
et à Y rétat de nombres entiers : nous connaissons les diverses circonstances que 
peut présenter Téquation [C] , cette connaissance peut-elle amener celle des 
lois de possibilité ou d^impossibilité de Téquatiou [A] proposée? Examinons ; 
l'' si réquation [C] n'est pas résoluble en nombres entiers, la même impossi- 
bilité a lieu pour Téquation primitive [Â] proposée; 2® si Téquation [C] a un 
Déterminant positif carré avec la condition M^O, ou si cette même équation 
a un Déterminant négatif, elle donne un nombre limité de solutions; par 
conséquent le passage indiqué du système x j- au système X Y a un nombre 
limité d'opérations , par suite la connaissance de la loi de possibilité de Téqua- 
tion proposée ne présente aucune difficulté; 3"* Si l'équation [C] a un Déter- 
minant positif carré avec la condition M=0, ou si cette même équation a un 
Déterminant positif non carré, les solutions sont en nombre illimité et par 
suite f les essais à faire pour le passage du système x y^ au système X Y pour- 
raient être indéfmiment prolongés , et toute conclusion serait impossible : on 
doit donc, dans ce troisième cas, établir, s'il y a lieu , une règle qui permette 
d'affirmer que toute recherche d'un système X Y, applicable à Téquation 
proposée, si celle-ci est impossible, serait inutile; les raisonnements qui 
donnent cette règle sont consignés dans les deux numéros suivants. 

104. La recherche générale des solutions, en nombres entiers, de l'équa- 
tion [Â] a été remplacée par celle des solutions , aussi en nombres entiers , de 
l'équation â^x-*--)-2Aa:^-|-c^^'=:M, dont le Déterminant If — ac est un carré 
exact entier, et dont le terme connu M est nul; or, on a prouvé, n^ 86, que 
dans ces conditions, les systèmes sont compris dans les deux formules 

[D] x = pz ^-=^2, [E] xzi^q^z x=z—pfi, 

le nombre z est entier quelconque, les nombres ^ et $ d'une part, p^ et q^j de 
l'autre sont premiers entre eux ; on établira le passage général du système x jr 
au système X Y, en substituant à x et à ^, et dans les égalités [B], n^ 103 , 
les deux genres de valeurs [D] et [£] les résultats sont 

rp. -1 Y P^ "1" ^^ ^ V ^^"f" ^^ ^^ 

FEl Y 9i^-\-cd — be Y PiZ'\'ae — bd 

'- *' t^ — ac 6' — ac 
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Ces diverses quantités seront, en général, fractionnaires, excepté lorsque Ton 
aura Tégalité If — «c=1 ; recherchons les nombres entiers z qui donnent à 
chacun des systèmes Fétat entier, et remarquons d'ailleurs que notre démon- 
stration restreinte au premier groupe [D] et [DJ sera applicable au secofld 
groupe [£] et [EJ : les nombres ^ et ^ sont premiers entre eux , régalité 

[F] p/n + ^/i=i 

est donc toujours résoluble en nombres entiers ; substituons , dans celte der- 
nière équation , à p et à ^ les valeurs déduites de [DJ le résultat est 

z-=-{ff — ajc\rrtj^ -[- /lY) — m{cd — hé) — n{ae — hd) ; 

substituons cette valeur de z dans les égalités [DJ, posons l'égalité /wX-|-/iY=^, 
ayons égard à l'égalité [F] , on a 

or, le nombre entier ^{cd — he) — p(rte — hd) sera ou ne sera pas un multiple 
exact de ^ — ac\ dans le premier cas, les solutions de l'équation primitive 
proposée seront en nombre illimité et seront les résultats obtenus en substi- 
tuant successivement à f la suite naturelle 0, 1 , 2, 3 , etc. ; dans le second cas, 
la résolution proposée est impossible. 

105. La recherche générale des solutions, en nombres entiers, de l'é- 
quation 

a\} + 2AXY -f c Y* + 2rfX + 2e\ +/= 

est remplacée par celles des solutions, aussi en nombres entiers, de l'équation 

a^'\-2hxjr-\-cy=^^ , 

dans laquelle le Déterminant If'-^ac est un nombre positif non carré , or, on a 
prouvé , n*" 96, que dans ce cas, tous les systèmes, s'il y a lieu , applicables à 
l'équation 

sont représentés par les formules 

[P] :c = i(G^+H«), 7=1(K«+L«), 
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les nombres G, H, K, L sont connus, le nombre m est le plus grand commun 
diviseur des nombres a, 26, c, les lettres t^lu représentent un système quel- 
conque, solution de Téquation â — Du^=/n% les valeurs f et « peuvent être 
aik)ptëes a Tétat positif ou à Tétat négatif; nous rendrons Texplication plus 
claire en donnant à ces valeurs Tétat invariable positif, mais alors on devra 
quadrupler comme suit le nombre des formules [P]. 

<• [P] x=Jj(G^+Ha), 7=ij(K^+L«); 

S'LQ] x=i(-Gf+H«), jK=^(-Kf+L«); 

3- [R] x=-t(Gf+Ha), ^=-i(K^+L«); 

4" [S] x=ij(Gf-H«), jr= ^(Kf-L«); 

on établira les passages des systèmes Xy y aux systèmes X, Y, en substituant 
successivement à j: et à /- et dans les équations [B], n® 103, les quatre genres 
de groupes [P], [Q], [R], [S]. Nous rechercherons quels sont les systèmes ^et a 
qui donnent aux nombres X et Y Tétat entier, et nos raisonnements pour le 
passage des formules [P] aux formules [B] seront applicables aux trois autres 
passages : substituons dans les formules [B] les valeurs de :z: et de ^ données 
par le groupe [P], les résultats sont : 

rrr.-! Y Gf -t- Htf -|~ ^'^^ — ^^g Y K^ + La-J-w 

*- ' 6* — ac ^ ^ — 

on a démontré, n^ 94, que toutes les valeurs positives de t forment une série 
récurrente <i ^i ^ • • • • ^n > et que les valeurs positives de u en forment une autre 
u^u^u^....u^\ on a aussi démontré, n"" 99, que Ton peut toujours trouver un 
nombre entier (x, qui, employé comme indice, vérifie les égalités 

",*— '«o=#j "^+1— ", = #.... w^+x—'^ = 5^x^7 etc., 

les nombres /?o/?j..../?^, etc., q^q^^.^.qx^ etc., étant entiers, le nombre h étant 
aussi entier et quelconque; or, 1^ adoptons Tégalité m{jf — ac)=:A; V dési- 
gncMis successivement par X,^ Y^, X^ Y^, etc., les valeurs que prennent les se- 
conds membres des égalités [T] par les substitutions t^u^^ t^u^, etc. ; 3^ suppo- 



mae — mbd 

m 

ac 
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sons que le Dombre (i soit convenablement déterminé , c'est-à-dire vérifie les 
égalités [V], on reconnaît alors facilement que si un système t^ Uy donne à X^ Y^ 
rétat entier, chaque système 

donne aussi Tétat de nombre entier à chacune des valeurs qui composent le 
système correspondant 

par conséquent , 1 ** si parmi les systèmes 

aucun ne pi^ésente Tétat entier, on sera certain que les formules [T] déduites 
des formules [P], ou plus simplement, on sera certain que ces dernières formules 
ne donnent absolument aucun système X, Y applicable à Téquation primitive 
proposée ; 2^ si parmi les systèmes 

on trouve plusieurs systèmes X, Y,, X^Y^, etc., présentant Tétat entier, tous 
les systèmes dont Tétat sera entier, applicables à Téquation primitive proposée , 
et qui sont déduits des formules [P], seront 

la lettre désignant successivement la série des nombres naturels 0, 1, 2, 3, etc. 
Les trois groupes [Q], [R], [S] doivent être soumis aux essais indiqués pour le 
groupe [P], et si l'ensemble de tous ces essais ne donne aucun système X , Y à 
rétat entier, la résolution en nombres entiers de l'équation proposée est im- 
possible. 

ExEJviPLE GÉNÉRAX. Équatiou proposée. 

[A] 2X"— 6XY+V— 14X + 10Y + 4=0; 

si l'on pose X = ^^i- Y=^—^ — , l'équation [A] devient 

[B] 2a* — 6x/+/= 581 , 

et celle-ci est, n* 54, liée à l'équation auxiliaire 7'— 7 = 581 S; enfin les sys- 
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ièmes utiles j solutions de cette dernière sont ^, = ±182, ^1 = 57; laissant de 
côté un de ces systèmes , nous rechercherons , 1 "" une solution de [B] liée au 
système Zj = — 182, jj=57; 2** les diverses solutions de [B] liëes à cette pre- 
mière solution; 3** les nombres t^ — /g, t^ — t^^ etc., u^ — w^, u^^ — w,, etc., 
multiples exacts de ^ — «c=7; 4" les relations qui existent entre les deux 
systèmes ^, / et X, Y. 

1 ** Recherche d'une solution de Téquation 

[B] 2a? - ^xy-^-y = 581 ; 

les deux trinômes extrêmes de la série problématique , n* 60 , sont ( 2 — 3 1 ) 
et (57 — 182 581); chacun de ces trinômes, n" 71, est le point de départ 
d'une série dont le dernier trinôme est réduit; ces séries sont pour le premier 



(2 ~3 1)(1 2 —3), 



pour le second 



(581 — 182 57)(57— 46 37)(37— 28 21)(21 —14 9)(9 — 14 1)(1 2 — 3), 

et par suite on a, n"* 79, la série unique 

(2 —3 1)(1 —4 9)(9 —14 21)(21 —28 37) (37 —46 57) (57 —182 581); 

le passage du premier au sixième trinôme aura lieu , n^ 39, par les valeurs 
x=4x, — 13j,, 7^=25j;b — 81/,, égalités qui transforment 2^:* — 6x/-f;/* en 
57(a:,)" — 364j;,7i-|- 581 (/,)■, et par conséquent le système ^= — 13, 7^= — 81 
est une solution de Péquation 2ji? — 6a:^-^-^r^=581 . 

2" Recherche des solutions de 2x* — 6x/-["/=581 liées à la première 
solution xz=. — 13, jr=^ — 81 : on doit résoudre en nombres entiers Féquation 
^•— i7w'= 1 , adoptons , n° 95, le trihôme réduit (12 — 3), et formons, n** 73, 
la période de ce trinôme , c'est-à-dire 

(1 2 — 3)(— 3 1 2)(2 1 — 3)(— 3 2 1)(1 2 —3); 

le problème, n'' 59, montre que les valeurs qui transforment en lui-même le 
trinôme (1 2 —3), sont ^=2x4 + 9/1, 7=3jr,+<4ri> ^^ * d^^^c? n' 95, 

^, = T==^î!îi4^=8, a, = U = ^=3; 
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lapins faible solution deTéquation ^* — 7w*=1 estT = 8, U=:3, et par con- 
séquent les deux séries récurrentes sont 

t,=zi, e,=S, /,=127, /i=2024, /;=32257, /i=514088, ^=8193151, 

^ = 130576328, ^=2081028097, etc. etc. 

w^=0, a,=3, M,=48, «,=765, «^ = 12192, «,=194307, «,=3096720, 

«, = 49353213, «,=786554688 , etc. etc.; 

les formules littérales qui donnent les solutions de 2a^ — 6x/-^j^=5Si liées 
à la première solution 2;=— «13, /=— «81, sont, n** 88 et 98, 

x=l[p/-(BA+AA)«], r=^[VH-(A,P.+BA)«], 

formules dans lesquelles on doit, exemple actuel, substituer à m, a,, p,, 7,, j^, 
A,, B,, Aj, les nombres 1, 4, —13, 25, — 81, 2, — 3, 1, les résultats sont 
x= — 13/-|-42«, 7-= — 81 ^-f- 21 7m, le remplacement de t, u par les 
divers systèmes-solutions de ^ — 7«*=1, donnerait toutes les solutions de 
2^ — 6j.7--f-^==581 liées à la première solution ^=—.13, ^= — 81. 

3" Recherche des nombres /j^— -^^, e^ — z^, «^^ — «,, «^^^ — «j, multiples 
exacts de m(è^ — «c)=A = 7; on doit, n® 99, rechercher la plus petite 
solution applicable à Téquation 6* — ^*Du*=.m', équation qui, dans l'exemple 
actuel, est t^ — 343m'=1; adoptons, en suivant le principe, n** 93, le tri- 
nôme réduit (19 1 — 18), dont le Déterminant est 343, et formons^ n" 73, 
la période de ce trinôme 

(19 1 —18) (—18 17 3)(3 16 — 29)(— 29 13 6)(6 17 — 9)(— 9 10 27) 

(27 17 —2) (—2 17 27) (27 10 —9) (—9 17 6) (6 13 —29) (—29 16 3) 

(3 17 _48)(— 18 1 19) (19 18 — 1)(--1 18 19) (19 1 —18). 

Le problème ; n"* 59, indique que les égalités 
X = 1 23525869a:,, + 1 26908262/^, , /= 1 33958721 x^-f 1 37626787/,, , 

transforment en lui-même le trinôme réduit (19 1 — 18), par conséquent la 
plus faible solution de réquation t^ — 343«* = 1, est, n^ 93, 

^,=T = ^-Î!2i±^= 130576328, « = U=^ = 7050459; 
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toute valeur de 2/ [applicable à Téquation â — 7u*=zi^ est obtenue en multi- 
pliant par le nombre 7 toute valeur de u applicable à Féquation â — 343m*=:1, 
par conséquent a =4935321 3 est une solution de u pour Téquation /* — 7iâ=i ; 
or, si Ton examine les deux séries récurrentes qui représentent les systèmes de 
solution applicables à Téquation f — 7w*=1, on remarque que le nombre 
49353213 représente ilj (paragraphe précédent), ainsi on a u^ — u^ multiple 
de 7, on peut d'ailleurs constater que les nombres ùj — t^ t^ — t^^ w, — u^ u^ — «, 
sont des multiples du Déterminant D=^ — oc = 7. 

4^ Recherche des relations qui existent entre les systèmes a; ^ et X Y; 
reprenant les principes exposés au début du numéro actuel , on a les quatre 
formules suivantes dans lesquelles les nombres t élu sont positifs : 

\- [P] a;=:_i3^-[.42w, 7= — 81/+217w; 

2*» [Q] ^=l3^+42«, 7=81/-f217tt; 

3" [R] x=i3t—A2u, /=8U— 217«; 

4^* [S] x=— 13/— 42w, ^= — 8U— 217w; 

on a aussi les égalités X = ^-î— ? Y ='^—^ — 5 or 1 • les formules [P] ne pré- 
sentent depuis t^ ^0 jusqu'à ^ u^ aucun système qui donne à X et à Y Tétat de 
nombres entiers , donc^ aucune solution de l'équation primitive proposée 

[A] 2X« — 6XY-I-Y*— .14X^10Y+4 = 

ne peut correspondre à ces formules ; 2^ les formules [Q] dans lesquelles on 
substitue à /et à ^ les nombres t^'=^\ y «^=0 donnent :i:= 13, jr= 81 , et par 
suite X=3, Y = 10 système applicable à Téquation primitive proposée [A]; 
on est alors assuré que les formules [Q] dans lesquelles on remplacera succes- 
sivement par /,£/,, t^ Wj^, t^ u^ , etc. , présenteront pour x études valeurs qui 
donneront à X et à Y Tétat de nombres entiers : si par exemple , on substitue 
les valeurs /:,, a,, le résultat est a; = 377032721 , 7=21286329789, et par 
suite X = 53861 874, Y = 3040904254; 3^ les formules -[R] donnent des 
résidtats analogues à ceux que présentent les formules [Q] , seulement les sys* 
tèmes t^u^^ ùj w, employés pour ces dernières , sont remplacés par les systèmes 
^1 ^1 9 ^ ^ 9 ^^^' j enfin nos remarques sur les formules [P] sont applicables aux 
formules [S]. 
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CHAPITRE II. 

RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION a^ + 2èxr+cr* + 2<i:» + 2<?7+/=0, 

AVEC LA CONDITION ^ — ar = *. 

106. Etant donnée à résoudre, en nombres entiers, et avec la condition 
précitée h^ — oc = , Téquation 

on a démontré , n^ 87 , que Tensemble des trois premiers termes de cette 
équation pouvait prendre la forme m{gX'\' hyf ^ les nombres g^\h étant pre- 
miers entre eux, le nombre m étant le plus grand commun diviseur des 
nombres a, 26, c : Téquation [A] devient 

[B] m{gx ^hff + Ux + 2^7 +/= , 

ou si Ton pose [C] gx-^-hy^-z 

[D] .=fi=^, 

on a [E] £^ -|- {mf^ — rf" j =i1nig{dh — eg)y : 

les principes exposés dans la première partie, font connaître, s'il y a lieu , les 
systèmes applicables à cette dernière équation; désignons par w,^i, «^^, , 
^^/„ etc., les systèmes dans lesquels les nombres ^ , </,, a,, etc., ne sont pas, 
en valeur absolue, supérieurs au nombre mgÇdh — eg)i si Ton reprend les 
formules générales , if 39 , on reconnaît facilement que chaque système u^ y 
donne une série de systèmes , série représentée par les formules suivantes : 

parmi les systèmes U, Y, on devra rechercher quels sont ceux qui donnent à x 

* Les nombres a^ b, c sont entiers quelconques; si l'égalité 1^ — flc==0 est une conséquence 
de l'un des deux groupes de condition ^=0 c=0, ^=0 a=0 , l'équation qui vérifie alors la 
condition ^ — ac^=0 a été étudiée dans la première partie de ce traité. 

28 
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et à ^ rétat de nombres entiers ; or, le raisonnement qui amène cette connais- 
sance étant le même pour tous les systèmes ^^i, ^y%} ^^c- j ^ nous suffira de 
l'exposer pour le premier. Reprenons les équations 

[C] gx^hx^z [D] ^=^' • 

[E] M«+ //i/^— 6P = 2mg{dh — eg)y ; 

de ces équations on déduit 1** que le nombre -^^^ =z doit être entier; 2" que le 

nombre ^"" ^ y représentant x , doit être entier ; étudions les conséquences de 
t:es conditions successives : les lettres u et^ désignant un système quelconque 
applicable à Péquation [Ë] et lié au système u^ y^ , la condition générale ~ , 

ou z nombre entier est réellement la condition particulière "* , ou z^ nombre 
entier, on a effectivement , par suite des formules [F] , Pégalité 

5^=2(^-.^)(N+1) + Ï!^; 

par conséquent, si le nombre u^ appartenant au système primitif u^ y^ donne au 
nombre z Tétat entier; les valeurs U, déduites de u^ en employant la for- 
mule [F] , c'est-à-dire toutes les valeurs déduites de. u^ donneront le même état 
de nombre entier aux valeurs successives de z , et si le nombre u^ donne à z, 
rétat fractionnaire , on devra exclure et u^ et tous les dérivés de ce nombre : 

admettons l'état entier de ^~ ou z, et examinons la seconde condition 

^ nombre qui doit être entier ; si le nombre ^ ^^ n'est pas un nombre 

g ^ ' mg ^ 

entier, le système primitif u^ y^ et les dérivés de ce système ne peuvent donner 
une solution de l'équation proposée; remarquons, en effet, que dans l'hypo- 
thèse précitée , le remplacement de u par une valeur u dérivée de Uy^ , valeur 
qui conserve à z l'état entier, ne pourrait donner à x l'état entier , le rempla- 
cement indiqué donne les résultats 

substituons dans l'égalité ^a:-^A^=z; 1^ à z le nombre entier précédent; 
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2*^ à / la valeur générale Y, égalité [G] correspondante à la valeur générale u , 
on a 

^^=-2;n^A(d»-e^)(N+1)r-2e^N+1)-2A(N + 1X».-^H-^-V.; 

si nous considérons le second membre de cette égalité ; 1 ® les deux premiers 
termes sont exactement divisibles par le nombre ^; 2° l'hypothèse "*"^ 
nombre entier prouve que le troisième terme 2A(N-j-0("i — ^) ®^^ divisible 

par g , le quatrième ^^î— hjr^ , c'est-à-dire z^ — hy^ n'est pas divisible par gj 

donc enfin , le nombre x ne peut être entier. 

Conclusion. Étant donnée à résoudre , en nombres entiers ^ l'équation 

aa? -f 2*rr-j-c^* + 2dx + 2ej-|-/=: 

avec la condition 1/ — ac =0 , on préparera les trois équations 

gx^hx=z, -3=^^, ^'^{^f^—d')=2mg{dh—eg)rj 

on obtiendra^es systèmes primitifs w,jri^ '^iJKj, u^Xu etc., c'est-à-dire les sys- 
tèmes dans lesquels les nombres u^^ u^j {/, , etc., ne sont pas, en valeur 
absolue, supérieurs à mg(dh — ^eg)\ on adoptera ^ parmi ces systèmes, ceux qui 
vérifient les conditions 

[M] — j — (nombre entier) , [N] '^^ hy (nombre entier). 

g 

Si par exemple, le système z/,^, vérifie les deux égalités précédentes, les for- 
mules générales [F] et [G] représenteront l'ensemble des systèmes dérivés 
^e ^tjt applicables à l'équation proposée ; ces systèmes seront 

[P] Y=2/n^d;4-^^XN+1)' + 2<NH-1)+^., 

[Q] x=5^=^— AY: 

g 

si un système w, jr^ ne vérifie pas les conditions [M] et [NJ , ce système et ses 
dérivés ne pourront donner une solution de l'équation primitive proposée : 
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finalement 1 "" si nous admettons , ce qui est toujours permis , n"* 39 , que 
toutes les solutions U de Tëquation [E] sont représentées par les formules [F]; 
2"* si la non vérification des conditions [M] et [NJ s*étend à tous les systèmes , 
en nombre limité w, ^,, a, /,, etc., la résolution du problème énoncé est im- 
possible . 

ExEBffPLE. L*équation proposée est 

[A] 245j:' — i 40a: j+ 20/— 95x — 97/+ 1 65 = , 

ou après multiplication par le nombre 2 , 

[AJ 490^ — 280^:/+ 40/ — 1 90x- — 1 94/+ 330 = ; 

cette dernière équation, si Ton pose 7^— 2^ =-2 et ^= ""-1 devient 



70 



[A,] a*+ 152675=1 21 660jr; 



cette dernière équation doit être résolue, en suivant les principes exposés 

dans notre première partie; si Ton pose /•= |" , elle prend la 'forme 

u'-|'47=79y, et cette dernière équation, soumise aux essais indiqués 
n' 47, donne 79.3 = 7*+2V47; de là, nM6, tableau VII, 2/i + 1 =7, 
/^=3, /i*-j-^=56; donc V= 168, a=115; de là enfin les deux systèmes 
V = 17, w=36, (^=24, a = 43, etc., on doit actuellement chercher les 
valeurs de V qui donnent à ^ la propriété d'être un nombrç entier ; or, on a 

/= j" — , et par conséquent un examen attentif de l'exemple actuel 

montre que les nombres V et lâ doivent être terminés, le premier par 68, le 
second par 25; si donc on prépare les deux systèmes de u ei deY qui rem- 
plissent ces conditions , c'est-à-dire les systèmes a = 1 1 5 , V= 1 68 , u = 675 , 
V=5768; on doit ensuite ajouter successivement aux valeurs de u le nombre 
invariable 79 . 1 , déduire le nombre Y, augmenter ce dernier nombre de 
1 932 et examiner si le résultat est exactement divisible par 1 540 ; ces opéra- 
tions successives ont une régularité qui permet d'abréger le calcul, elles sont 

d'ailleurs limitées puisque le nombre u ne doit pas être supérieur à — 5 — ; 
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cette recherche amèDe les huit systèmes suivants applicables à Téquation 
précitée «• + 1 526T5 =121 660/ , 

a,=dz675, r.=5; «,=±4855, ^,= 195; 

«,=±16705, ^, = 2295; «»= ±22235, ^»=4065; 

«,= ±38595, /.=12245; «,=±44125, 7,=16005; «,=±55975, 

7, =25755; «,=±60155, 7,= 29745; 

parmi ces groupes, adoptons ceux qui donnent aux quantités ='z, =:x, 

la propriété d'être des nombres entiers , on a 

«,=-|-675, ^.=5; «, =—4855, 7,= 195; «,=16705, j,=2295, 

«,=22235, ^»= 4065; «,=—38595, 7,= 12245; «,=—44125,. 
/,= 16005; «,=55975, /,=25755; «,= — 60155, 7, =29745, 

Ces couples font connaître les solutions de l'équation proposée; ainsi par 
exemple , le système «,= — 4855 , ^, = 1 95 donne l'a , c'est-à-dire à 2,, 

la valeur — 68; 2** à ^~ ^'^^ la valeur -f-'^fij P^^* conséquent, le système 

^=195, j?= 46 est une solution de l'équation proposée : si actuellement, 
dans la formule générale U = 2/?2g(<i4— ^^)(N-|-1)-|-«, , on suppose N=1 , 
w,=:m,= — 4855-, on obtient une valeur dérivée dew,, c'est-à-dire U=238465 ; 
si ensuite dans [P], conclusion précédente, on substitue à N, /,, ^t, les 
nombres 1 , 195 , — 4855, on obtient Y= 46741 5 ; si enfin, dans [Q] et à U, Y, 
on substitue les nombres 238465, 467415, on obtient X = 134034, et le 
système Y =46741 5, X = 134034, système dérivé dea,^,, constitue une 
autre solution de l'équation proposée ; dans les mêmes conditions l'égalité N=3 
donne Y = 1907915, X=546102, etc. 
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RECHERCHES SUR LES RACINES PRIMITIVES.— TABLE DE CES RACINES 
POUR LES NOMBRES PREMIERS COMPRIS ENTRE 1 ET 10000 *. 



107. La théorie qui fait le sujet principal de cet essai, doit, comme la 
théorie précédente , son origine à Euler ; elle a été reprise successivement par 
Lagrange, Legendre, Gauss, Poinsot, Cauchy, Jacobi, etc. Plus récemment , 
M. Poinsoty ajoutant divers théorèmes à la partie déjà connue, a cru devoir rap- 
peler, en termes aussi lucides qu'élégants , l'attention des géomètres s\ir Tim- 
portance de cette étude; encouragé par cet appel, nous avons continué des 
recherches entreprises depuis plusieurs années , le Traité qui précède montre 
que le sujet a pris quelque extension; la réunion du Mémoire actuel à ce 
Traité n'est pas d'ailleurs une adjonction sans cause , la plupart des principes 
que nous exposons plus loin , trouvent leur application dans le travail précé- 
dent , et Legendre a dit avec raison , un seul et même titre , Théorie des Nom-- 
bres^ doit comprendre cet ensemble mathématique. Nous divisons cette étude 
en trois chapitres : 1*^ Préliminaires, développements sur le théorème de 
Fermât; V Relations des racines primitives entre elles; 3^ Recherche d'une 
racine primitive d'un nombre. 



"^ Cette partie présente plusieurs applications des principes précédents à la recherche des racines 
primitives : détachée de Pétude actuelle sous le nom de Mémoire , elle a été présentée à l'Aca- 
démie des sciences ; l'Académie , après rapport , a ordonné l'insertion du Mémoire au recueil des 
savants étrangers; mais, on le sait, cette insertion est toujours tardive et formera d'ailleurs une 
publication incomplète. Remarquons que le Mémoire , dont le fond est resté le même , a subi des 
changements par suite d'études faites après la présentation , changements tels que l'ensemble 
forme ici un examen assez complet des racines primitives , ce chapitre peu étudié jusqu'ici , et 
néanmoins important dans la théorie des nombres. 
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CHAPITRE PREMIER. 
PRÉUMmAIRES, DÉVELOPPEMENTS SUR LE THÉORÈME DE FERMAT. 

108. Lemme. Si od a, V une progression géométrique [Â] e^ e^ e' e'.... e', etc. 
le nombre e entier ; 2® un nombre P premier à e ; il existe , outre le terme e° 
de la progression , au moins un terme t% le nombre t inférieur à P, tel que 

l'expression - est un nombre entier. Le nombre P premier à e est premier 

à une puissance de e , par conséquent aucun terme de la progression n'est divi- 
sible par P; si donc on considère plus de P — 1 termes ^ ces termes ne pour- 
ront tous avoir des restes différents; ainsi depuis i^ jusqu'à e^"^ il y sl au moins 
deux termes qui donnent des restes égaux ; admettons l'exactitude des égalités 
e*=P.Q-|-R, e*=P.Q,-f-R, soit nC^n^ on a après soustraction e"(e'*^ — 1 )=z=P.H ; 
par suite e"'^=M:P-f-l> 'e principe est donc démontré. 

Observation. Les restes qui suivent la reproduction du reste 1 , sont exacte- 
ment et dans le même ordre , ceux qui ont été obtenus dans la première série 
d'opérations; en effet , chaque reste est déduit de celui qui précède, en multi- 
pliant ce dernier par e , et en divisant le produit par P; deux restes égaux amè- 
nent donc évidemment deux restes qui ont entre eux la même propriété ; cette 
circonstance caractéristique partage les restes en un nombre indéfini de groupes 
ou périodes; or, on peut établir le lemme suivant. 

109. Lemme. Si les données et les notations du lemme précédent subsistent, 
si le nombre P est premier absolu ; si le premier reste 1 reproduit correspond 
au terme e' de la progression [À], c'est-à-dire si le nombre des termes de la 
période est t^ le nombre t est un diviseur exact de P — 1 ; reprenons la progres- 
sion géométrique [A] , notons les restes donnés par les divisions successives ; 
dans ces conditions , on a les deux suites : 



[A] Dividendes ^ t' e* e» . . . e" e' e^\.. e 
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[B] Restes 1 R, R, R,...R^ 1 R,... 1, 

multiplions par 2 tous les nombres de la suite [A], et consignons les divers 
restes donnés par les produits divisés par P, on a dans le même ordre la suite. 

[BJ Restes 2 S^ S, S|...S|^ 2 S^...2... etc.; 
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si on répète sur [A] cette opération , en substituant à 2 et successivement la 
suite naturelle 3, 4, 5....P — 1, si après chaque opération on note les restes 
obtenus, l'ensemble de ces restes donne le tableau suivant : 

1 R^ Rf Rf .... R^ Rft+i *■*■ l^o ^9+1 ••■•1 ^ etc. 

^ i^i df d| • • • • 1^,1 *^n-hi • • • • i^A <^4-l * * * ■ ^ ^1 etCa 

o J-| -i-i X|*»««i.|| X n Jii| •■■•■*' g -*- g 1 1 • • • • o ■& j ecc • 

4 U, U, Ug .... U^ U,^ •... U^ U^j .... 4 U, etc. 

• •*..• •* .. 

• a.... •• a. 

• •.•• ,. • • • . • 

* ■*— I Vj Tj Vj .... v„ '^«-j-i •••• ^ q 9+1 •••• »"""■ 't etc. 

1 ® Si Ton considère deux séries horizontales consécutives , troisième et qua- 
trième , par exemple , la similitude entre ces deux séries de restes ne peut être 
partielle; cette similitude est complète ou nulle; en effet, Fégalité de deux 
restes, par exemple, Tégalité T^=Uç amène nécessairement l'égalité T^=U^, 
ainsi de suite ; 2° si on compte d'une manière arbitraire le nombre des restes 
différents que contient ce tableau , on remarque que tous ces restes n'étant pas 
supérieurs à P — 1 , le nombre des restes différents ne peut être supérieur à 
P — 1 , mais ce nombre est exactement P — 1 , puisque la première colonne 
verticale présente la suite naturelle 1, 2, 3....P*— 1; ainsi en désignant ce 
nombre par N, onaN = P — 1 : si actuellement on fait le même compte en 
additionnant les lignes horizontales, la première de ces lignes présente t restes 
différents; si à ce nombre on ajoute ceux de la seconde ligne horizontale qui 
sont eux-mêmes tous différents, en comptant jusqu'à la première réapparition 
du nombre 2, la somme sera t ou sera 2^, puisque les termes de cette seconde 
série sont tous égaux ou tous inégaux à ceux de la première série ; cette nou- 
velle somme partielle, augmentée des restes de la troisième ligne, donne 
une somme qui est ^, 2f, 3/, suivant l'état de similitude que présentent 
les trois lignes précitées; continuant les additions successives, le total général 
sera un multiple de /, par conséquent le nombre N est un multiple de /, de 

là mt-=^ P — 1 , et par suite ^= ; le principe est donc démontré. 

Observation. Dans les hypothèses admises, on a la suite d'égalités Reste de 
e' = < , Reste de e* = 1 , ... Reste de e"^ = 1 , c'est-à-dire Reste de e**"* = 1 , ou 

finalement — = — égal à un nombre entier ; ainsi : Le binôme e'"* — i , dans /?- 
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quel le nombre P est premier , est toujours divisible par P, en preruint pour i 
un nombre quelconque premier à P. Ce principe , remarquable par son élégance 
et par sa grande utilité , s'appelle ordinairement Théorème de FERMÂT, du 
nom de l'auteur; il régularise la relation générale , qui, dans les conditions 
indiquées , unit les diverses parties des deux séries 



.* -« .' .H-i . .«.«H-» ... ,"»-« 



[A] e'fi* e*.... e'e^* .... e^'e 



• • a C 



> 



[BJ \ R, Rj....1 R| ...• 1 R] ••••1. 

De cet ensemble on déduit plusieurs remarques curieuses que nous ne Ferons 
qu'indiquer, en renvoyant, pour explications plus amples, aux traités sur la 
matière. 

1^ Si on multiplie par un nombre^, premier à P, tous les termes de la série [A], 
si on divise les produits par P, cette opération laisse invariable le nombre des 
termes de la période, et si le nombre de ces termes était inférieur à P — 1, les 
termes de la nouvelle période sont tous égaux, mais dans un autre ordre, ou 
tous inégaux a ceux de Tancienne période [B]. 

2^ Si le nombre des termes de la période est maximum^ c'est-à-dire est 
P — 1 , le nombre e reçoit ordinairement le nom de Racine primiti^>e de P ; si 
alors on niultiplie par g tous les termes de la progression [A], si on divise les 
produits par P, il est manifeste que chaque terme de la nouvelle période a son 
égal dans la période [B] : le rang de ce terme dépend de la valeur de g. 

3" Le produit de tous les termes d'une période est i* un multiple de P, aug- 
menté de l'unité, lorsque le nombre des termes de cette période est impair; 
T un multiple de P, diminué de l'unité, lorsque le nombre des termes de cette 
période est pair : or, si la période est maximum, cette période est d'ordre pair; 
on a donc le théorème suivant, attribué à Wilson : Le produit^ de tous les 
nombres entiers plus petits quun nombre premier P étant augmenté de l unité 
est divisible par ce nombre premier. 

4" La somme, soit de tous les termes d'une période, soit des nombres na- 
turels 123....P — 1,1e nombre P premier, est toujours divisible par P. 

110. Les remarques que nous venons de consigner ne sont liées que d'une 
manière très-indirecte à notre étude actuelle; il nous était donc permis , peut- 
être même ordonné de renvoyer le lecteur aux traités sur la matière; ce 
motif n'est plus de mise pour la question suivante , qui est réellement noti*e 
point de départ dans les recherches qui composent cette partie. Tout nombre 

29 
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prenHer a-*t«ii dies racines primitives? en d'autres termes^ ua nombre P pfemier 
absolu étant donné , peut-on toujours trouver des nombres tels que chacun 
dfeux, élevé aux puissances successives 4 2 3 .... P-— 1, donne, si on divise les 
résultiats par P, le nombre maximum de restes différents ? la réponse y qui est 
affirmative , exige des développements assez considérables , se compose de di- 
vers lemmes ou théorèmes que nous allons examiner. 

111. JjEMMn. Une équation indéterminée 



du degré m, ne peut avoir, si le nombre P est premier, plus de m solutions de j: 
en nombres entiers et inférieurs à P^. Considérons le polynôme rationnel et 
entier du degré m et de la forme ^-[-/?j:"^'-|-5'j:'^*-(- .,.. sx-^-t; prenons /7t 
quantités quelconques a, p, 'y, ^ .... or, t; divisons le polynôme que nous appe- 
lons X par le binôme x — a jusqu'à ce que le reste ne contienne plus la lettre .r, 
ce qui est toujours possible; on aura l'équation X=z(x — a)X'-j-X., le quo- 
tient X' étant un polynôme du degré m — 1 en x, et le reste X, étant le poly- 
nôme proposé où Ton a changé x en œ; divisons de même X'par (x — p), le 
résultat sera X' = (a: — p)X''-j-X'^; continuons de même de diviser X" par 
{x — 7), et ainsi de suite jusqu'au dernier polynôme X^**~*>, qui ne sera plus 
que du premier degré en x; divisons X<"^*^ par (x — t), et nous aurons enfin 
X("^*) = (x— •t)4-X,<"^*); substituons maintenant, dans la première équation, 
à la place de X' sa valeur donnée par la seconde, et, dans Féquation résultante, 
à la place de X'' sa valeur donnée par la troisième, ainsi de suite , nous aurons 
réquation finale 

[k] X=X.+(x~a)X',+(a:— a)(x— p)X'',+(a:.-a)(,r— p)(x— y)X''',+. 

.... -|-(a: — (x)(x — p)(x — y) .... (x — (i){x — t) , 

équation identique, c'est-à-<lîre qui aura lieu, quelles que soient les quantités 
substituées aux lettres a, p, 7, S .... g, t. 

Soit actuellement P un nombre premier quelconque ^ considérons les nombres 
entiers x inférieurs à P et qui peuvent rendre le polynôme X divisible par P ; 

'*' Une solution de x en nombres entiers, étant supérieure à P, peut perdre un multiple de ce 
dernier nombre ; les solutions inférieures à P sont donc les seules qui méritent examen , le nombre 
des aatres étant toujours indéterminé. 
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ees nombi-es endors seront les solatiouB on racines de l'équatioQ indéterminëe 
X==:^)ILPy en désignant par OR/: P un ninhipie quelconque de P; or il estxcr^ 
tain que cette équation ne peut avoir plus de racines qu'il n'y a d'unités dans 
le degré m de la proposée. Reprenons, en effet, l'équation [A] : 1*nous voyons 
que « étant un nombre entier inférieur à P, et donnant au polynôme X l'état 
multiple de P, de manière que X., c'est-à-dire a"'-j-jDa*~*-j-y«"'^-|" •••• -f^wk«|-^ 
soit multiple de P; ce même polynôme X devient alors, à ce dernier multiple 
près de P, 

[B] X===(a;— a)X'^+(a- — a)(a:— p)X'',-4-.... + (:r: — ûç)(a;--p)(Jt:— 7),... 

.... (x — (i){x — t); 

2^ De même si p est un nombre entier inférieur à P et donnant à X Tétât 
multiple de P, de manière queXp, c'est-à-dire p~-^/>P'^*-|-^P"~*-j-....-|-jp-|-/, 
soit multiple de P; comme l'égalité [B], dont le second membre est, à un mul- 
tiple près de P, le polynôme X devient alors Xp = (p — a)X'p; on a l'égalité 
(p — a)X'p=3Tt : P; de l'ensemble des conditions (p— a) X'p = 3lt : P), (p— a) 
non multiple de P, on déduit l'égalité X'p = d1L : P, et, par suite, on peut as- 
surer que le polynôme X est , à un multiple près de P, réduit à l'expression 

[C] X = (.t:— a)(x— p)X'^^-f....+(a:— a)(x— 'P)(.r— y)....(x— <r)(x— t); 

3^ De même si y est un nombre entier inférieur à P, et donnant à X 1 état 
multiple de P, de manière que X^, c'est-à-dire Y*'-t7Y^*"l'îï"'^"h • • • * ""H74"'> 
soit multiple de P; on en conclura Tégalité X''^==d1t :P; ainsi de suite; de sorte 
que l'on peut établir le principe suivant : Si les lettres a, p, y, J .... a, t dé- 
signent m nombres entiers inférieurs à P, qui rendent X divisible par P, le po- 
lynôme X du degré m sera , à des multiples près de P , équivalent au produit 
de m facteurs binômes j; — a, x — p, x — y. ...a; — q^ x — t; ainsi il n'y aura 
pas plus de manières de rendre le polynôme X divisible par P qu'il n'y en a 
pour le produit équivalent dont il s'agit : or, le nombre P étant premier , ne 
peut devenir divisible par P qu'autant que l'un des facteurs le sera séparément, 
mais il est évident que chacun d'eux, tel que [x — a), ne peut l'être que pour 
une seule valeur de x inférieure à P, c'est-à-dire j; = a; donc l'équation indé- 
terminée X=3TC : P du degré m ne peut avoir plus de m racines ou solutiofis , 
en nombres entiers inférieurs à P. 
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Nous avons admis que le coefficient de a;"" était l'unité, parce que Ton peut 
toujoui'S réduire à cette forme une équation quelconque 

A.t-~ 4- Rr*- * + Gr"^ + etc. , 

en ajoutant aux coefficients B, C, etc. des multiples convenables de P qui les 
rendent tous divisibles par le coefficient A que nous supposons premier à P ; 
ces multiples , qui ne changent pas le nombre des racines de la proposée , sont 
obtenus par des équations indéterminées et toujours possibles du premier 
degré et de la forme B -[t-K.P = A.<?. Si le nombre A n'est pas premier à P, ce 
nombre a la forme P. H, on peut alors supprimer le premier terme de Téquation 
proposée, laquelle ne serait ainsi que du degré m — 1 . 

Cette démonstration suppose essentiellement que le nombre Psoit un nombre 
premier, car s'il s'agissait d'un nombre non premier N, le produit des binômes 
(j:— •a)(a; — ^{x — 7) •... (r— .(j)(.r — t) pourrait encore être divisible par N 
sans qu'aucun d'eux le fut séparément ; il suffirait que l'un de ces binômes fut 
divisible par un facteur de N et un autre par l'autre facteur; ainsi, l'équation 
X=3TL : N peut avoir, si N est un nombre composé, plus de racines qu'il n'y a 
d'unités dans l'exposant de son degré; on poun^ait d'ailleurs compter le 
nombre des solutions possibles par le nombre de toutes les manières possibles 
de décomposer le nombre N en différents facteurs premiers entre eux. 

112. THioRÈME. Si on désigne par a, ^, 7» ^9 etc. les facteurs simples inégaux 
qui entrent dans la composition d'un nombre quelconque N , la formule 

n = — ^~ ^ ^-^^ indique combien il y a de nombres qui soient infé- 

rieurs et premiers à N. Si de la suite [A] 1 2 3 4 .... N on ôte tous les multiples 
de a, si des nombres restants on ôte tous les multiples de p, ainsi de suite, il 
est clair qu'on aura ôté tous les nombres qui peuvent avoir , avec N, quelque 
commun diviseur ; alors les nombres restants, qui ne peuvent avoir aucun des 
facteurs simples de N , seront nécessairement premiers à N ; précisons les ré- 
sultats de ces soustractions successives : 1® Le nombre N étant un multiple 
de a, et pouvant être caractérisé par/? .a, la suite naturelle [A] présente la 

. N . 

suite [H] a, 2a, 3a, 4a ..../Ta, c'est-à-dire présen te /?=- multiples de a, et par 
conséquent la suite [A], modiGée par la soustraction des termes de [H], ne pré- 
sente plus que [B] N' = N termes ; 2® de la suite des N' nombres non con- 
sécutifs il faut ôter les multiples de ^ ; or je dis qu'il y en a , proportionnelle- 



i 
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ment y la même partie aliquote que dans les N premiers nombres consécutifs 
de [A], c'est-à-dire qu'il y en a -r-, car je puis voir cet ensemble de N' termes 
comme compose de la suite totale [A] des N premiers termes , moins la suite 
[H] a 2a 3a . ... poLj formant les ~ multiples de a ; or la suite totale [A], formée 

de N nombres consécutifs , présente, paragraphe 1^, ^ multiples de P; la suite 

p 

[H], formée de/? termes, présente, proportionnellement, la même partie aliquote, 

c'est-à-dire ^ multiples de p, puisque, divisant par a chaque terme de cette 

p 

suite [H] (division qui est sans influence sur le nombre des multiples de p), la nou- 
velle suite formée par /; nombres consécutifs, offrirait certes alors, paragraphe 1 *, 

^multiples de p. Concluons : Dans chacune des suites [A] et [B]; suites présen- 

p 

tant, la première N, la seconde p termes; le nombre des multiples de p est, 
proportionnellement , la même partie aliquote , c'est-à-dire est ^ pour la pre- 
mière, ^ pour la seconde; par conséquent, dans la suite, composée de N' 

termes, qui est comme la différence des deux précédentes , le nombre des mul- 
tiples de p est encore, proportionnellement, la même aliquote, c'est-à-dire 
est -g-; désignant par N'' les termes restants, on a N" = N' — -g-; de ces 

nombres N" il faut ôter les multiples dey; or, je dis qu'il y en a, proportion- 
nellement, la même partie aliquote que dans les N premiers termes, ou dans 
les N' seconds , c'est-à-dire qu'il y en a — , car je puis voir ces W restants 

comme composés des N' précédents, moins les y multiples de p qui y sont 

contenus ; or la première suite renferme — multiples de ^9 et la seconde ren- 

ferme la même aliquote; donc, dans la différence W il y a — multiples de 7; 

en les 6tant, on aura, pour les N'" restants «D], N''' = N^' ; ainsi de 

éuite : des égalités [B] [C] [D] on déduit N^^^=n== ^^^~^^^^^p"7^^^^~^^ leprin- 
cipe est donc démontré. 

Corollaire. Le nombre donné N étant égal à a^^^ , la formule précédente 
peut prendre la forme n=a^""*(a — 1)P'*~'(P — ^)t'"*(y — Oî ^^^ *^s facteurs 
a^"^(a--1), ^^\^ — 1), i^\^ — 1) marquent respectivement et par ordre com- 



ffid ANALYSE INDÉTBMflNÉE DU SECOND DEGRÉ. 

bien il y a de nombres inférieurs et premiers aux nombres ^j p^y Y, c est*à-dire 
au3L facteurs premiers entre eux du nombre N ; par conséquent, si le nombre N 
est décomposé en facteurs Q, R, S , etc. j premiers entre eux, le nombre n qui 
représente combien il y a de nombres inférieurs et premiers à N est égal au 
produit de ceux qui représentent combien il y a de nombres inférieurs et 
premiers à chacun des facteurs Q , R , S , etc. , de N ; ainsi , en indiquant , 
comme Ta fait Euler y par la notation f (N) la multitude des nombres inférieurs 
et premiers à un nombre N ; si Ton suppose ce nombre décomposé d*nne manière 
quelconque en facteurs Q, R, S, etc., premiers entre eux, on a la formule 

9(N)=(p(Q).(p(R).(p(S),etc. 

113. Th£Orèm£. Si l'on considère tous les diviseurs possibles d'un nombre 
quelconque N et qu'on veuille compter combien il y a de nombres inférieurs et 
premiers à chacun de ces diviseurs , la somme totale est le nombre N lui-même ; 
en d'autres termes, si Ton désigne les diviseurs de N par les lettres dj 
d\ é\ etc. , et si l'on adopte la notation indiquée par Euler, on a la formule 

suivante 9(^)4-<p(^0"4"?(^'0 "["•••• =N. Le nombre N étant égal à a^ P"* ^\ 
les diviseurs de N sont les produits 2 à 2 , 3 à 3 des termes que présentent les 
trois progressions géométriques 

\ ol' 0? a»....a\ 1 p* p* P'.... p«*, 1 Y* 7' f----f ; 

par conséquent, si on ne considère d'abord que les diviseurs élémentaires 
qui constituent les termes des progressions, on a une partie des nombres 
inférieurs et premiers aux diviseurs de N, partie représentée par les formules 

m 

< +?(«)+?(«•) + <«')+..•. ?(«'), < +î(P)+t(P')+?(P')+--?(P''), 

< +9(T)+9(f)+?('r')+ ?(y')î . 

or, il est manifeste, corollaire précédent, que si Ton fait les produits de 
ces dernières séries, on a pour résultat une suite de termes dont chacun 
marque combien il y a de nombres inférieurs et premiers à chaque terme du, 
produit de nos progressions , et par conséquent à tous les diviseurs possibles 
de N, mais chaque série 1 -|- <?(«)-[-<?(«') "H ••• • ?(*^) ®^^ égale , ri** précédent, à 

c'est-à-dire est égal à l'unité augmentée d'une progression géométrique dont la 
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domine est «^ — 1 ; ainsi la première sërie est égale à 1 -|-a^ — {=ù^ ; de même la 
seconde série vaut en somme ^^ y la troisième ^j ^i^ de suir-e ; donc le produit 
de ces séries ou le nombre des termes qui marque combien il y a de nombres 
inférieurs et premiers à tous les diviseurs de N est a^ ^^ y% c'est-à-dire le 
nombre N lui-même. 

114. Reprenons actuellement la question principale^ n^ 110 : nous avons 
caractérisé la nature de la relation qui unit les deux séries dividendes 
e^ eW*....e^..• e'~~\ restes 1 Rj R,.... 1 .... 1 ; dans les conditions indiquées les 
nombres qui sont diviseurs de P — 1 peuvent seuls , n" 109, servir d'expo- 
sants aux plus petites puissances de e ^ , capables de donner le reste 1 , on est 
donc porté à chercher si tous les diviseurs de P — 1 , possèdent cette pro- 
priété; en d'autres termes, étant donné un diviseur quelconque ^de P — 1 , 
peut-on toujours trouver un nombre e^ inférieur à P , tel que si on divise par P 
chaque terme de la progression ^^ e^^ e,'.... Si**, la première reproduction du 
reste 1 ait lieu pour le dividende e^'^ , et dans le cas affirmatif , peut-on indiquer 
combien il y a de nombres qui possèdent cette propriété. Admettons l'exis- 
tence d'un de ces nombres , désignons-le par a, on a les deux suites 

[A] Dividendes a" a* a' cf .... «* ....û5*, 

[B] Restes 1 R^ R, R,.... R^.... 1, 

l'égalité Reste fl^=i donne l'égalité Reste de(â^/=1 ou Reste de (R^/=1 ; par con- 
séquent, admettant l'exactitude de l'hypothèse primitive, on est certain que cha- 
cun des termes delà suite [B] élevé à la puissance d donnera le reste 1 , et comme 
cela peut s'exprimer en disant que les restes des nombres (a^y(a^y(c^y... . (f^f, 
restes qui sont tous différents, sont les racines entières de l'équation indéterminée 
af^ — 1=3TC:P, laquelle ne peut avoir, n® 111, plus de d racines entières 
différentes, il est évident qu'il n'y a pas de nombres, autres que les restes 
précités , dont les puissances d donnent le reste 1 , ainsi de l'existence admise 
d'un des nombres que nous cherchons, on conclut que tous les autres doivent 
avoir place parmi les termes delà suite [B] ; il suffira de faire parmi ces derniers, 

* Dans toute celte partie , nous admettons l'exactitude de Tinégalité e <] P : cette hypothèse 
n'altère pas la généralité du raisonnement; en effet , toute puissance (si), £i>>P, qui donne le 
reste i doit être évidemment rapportée à la puissance t du nombre e , qui est le nombre £i 
ayant perdu un multiple de P. 



Î32 ANALYSE INDÉTERMINÉE DU SECOND DEGRÉ. 

un choix convenable; il suffira d'élever chacun d'eux, ou plus simplemeni en 
théorie y il suffira d'élever chaque terme de la suite [A] aux puissances 0, I9 2, 
3j...sdj de diviser le résultat par P et de conserver parmi les nombres de la 
suite [À] , qui sert de point de départ pour chaque opération , ceux dont la 
puissance d donne la première reproduction du reste 1 , or, ce choix est facile 
lorsque Ton a constaté les deux faits suivants : le nombre A étant premier à d 
toutes les puissances de a^ inférieures à 6^ ne peuvent donner le reste 1 , le 
nombre k n'étant pas premier à rf, si on élève a* aux diverses puissances 0, 1, 

2, 3, rf, la reproduction du reste 1 correspond à un dividende (ûfj^ dont 

l'exposant h est inférieur h d : 1 "^ les nombres A* et ^ étant premiers entre eux , 
on ne peut avoir reste de (a*)*=1, le nombre e étant inférieur à rf, en effet, 
les suites [A] et [B] prouvent que les termes a^ a*^ ... d^ peuvent seuls , étant 
divisés par P , donner le reste 1 ; or, les facteurs premiers à rf ne peuvent tous 
appartenir au nombre e qui est plus petit que d^ le nombre k est premier à ^, 
donc le nombre e.k ne peut être un multiple de d\ ainsi, dans les conditions 
indiquées, l'égalité reste de (a*)'=i est inadmissible ; 2^ si les nombres A* et </ ont 
un commun diviseur ^, on a les égalités A:= J . m , rf= ^.n et l'inégalité n<id; 
or on a d'ailleurs l'égalité reste de rf'=1 , égalité qui peut prendre la forme 
reste [c^)= 1 , par suite reste (a*-'")"=1 , ou enfin reste (a*)"=i , égalité qui 
démontre le second fait énoncé. Concluons : étant donné un diviseur quel- 
conque d de P — 1 , si l'on admet l'existence d'un nombre a inférieur à P, 
et tel que si l'on divise par P, chaque terme de la progression rf cù c?...câ ^ la 
première reproduction du reste 1 ait lieu pour le dividende (â , cette existence 
admise , on est assuré que la lettre a présente autant de valeurs qu'il y a de 
nombres premiers à é/dans la série 1 , 2, 3 ....e/; adoptant alors la notation 
indiquée par Euler , le nombre de ces derniers est f(£/) , et par conséquent, si 
nous désignons par ^d) le nombre encore problématique qui marque combien 
il existe de nombres relatifs à d possédant la propriété générale précitée; les 
raisonnements qui précèdent établissent l'exactitude de l'une des deux éga- 
lités ij{^/) = , ij;(d) =?(t/) ; or, les développements qui suivent prouvent que la 
seconde de ces deux égalités est seule exacte. 

Si l'on considère l'un des nombres inférieurs à P, si ce nombre, substitué à 
la lettre générale e, n® 108, est soumis aux opérations indiquées dans ce 
roémen'' 108, il est manifeste qu'une puissance de ce nombre, puissance dont 
l'exposant est diviseur de P — 1 , n' 109 , donne un terme dont le reste est la 
première reproduction du reste 1 ; si nous admettons, par exemple, que la 
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puissance caractérisée actuellement soit ^, le nombre adopté appartiendra à la 
notation ^{d)\ or, si Ton soumet ainsi aux calculs indiques n^ 108, tous les 
nombres inférieurs à P, chacun de ces nombres appartiendra à un diviseur 
de P — 1, c'est-à-dire sera compris dans l'une des notations 4{rf), <K^), 
^cf') , etc.; les lettres dd! iï' ... désignant tous les diviseurs de P — 1 , les 
nombres inférieurs à P seront donc ainsi partagés en groupes tels que chacun 
de ces groupes devra être désigné par l'une des notations i({d)j ^d})^ <|{rf")... 

on a donc l'égalité ^(^-|-^é/)-[-4(^0'f' ••'• = P — ^5 mais alors si on lie 
cette égalité au théorème n^ 113, qui démontre l'exactitude de l'égalité 

<[(^/) + 9(^)+9(^0+ =P — 1 , on a l'égalité 

[D] +(rf)++(^) ++W+ •••• = t(^+?W+<p(^0 + . etc. 

On a démontré dans la première partie du n" actuel , que le nombre i^d) est 
nul ou est égal à <p(rf); par conséquent ce nombre \|{rf) ne peut être supérieur 
à (f{d) , et le même état relatif a lieu pour ^(d^) et <p(^')» PO"** ^{^'0 ^^ ?(^'0» ^^^-5 
si donc un ou plusieurs de ces nombres ^j;(^ , ^d})^ etc., était inférieur à ses 
correspondants parmi les nombres <p(«i), <p(ûf')> ^^c- ? l'égalité [D] serait impos- 
sible; donc, nous concluons que dans tous les cas on a i|;(rf)=(p(rf), et que, 
par conséquent i^d) ne dépend pas de la grandeur du nombre P — 1 . 

Observation. La lettre d représente , dans les deux paragraphes précédents, 
un diviseur quelconque de P — 1 , si l'on a rf=P — 1 , les nombres désignés par la 
notation i^d) sont alors des racines primitives de P ; par conséquent un nombre 
premier P étant donné , il existe des nombres R qui sont des racines primitives 
de P, c'est-à-dire des nombres qui ont la propriété caractéristique suivante, le 
nombre R''~* est dans la série R^ R* R'.... R'""* le premier terme dont le reste 
est la première reproduction du reste 1 , et Tun de ces nombres étant connu , 
on obtient les autres en cherchant les restes donnés par ce premier , élevé à 
toutes les puissances dont l'exposant est inférieur et premier à P — 1 . 

REMARQUES SUR LA DÉNOMINATION RACINES PMMlTirES , DONNÉE AUX NOMBRES 
ENTIERS a QUI PRÉSENTENT LE MAXIMUM, CEST- A-DIRE LE NOMBRE /> — 1 DE 
RESTES DIFFÉRENTS , LORSQUE L'ON DIVISE PAR P NOMBRE PREMIER LES TERMES 
DE LA PROGRESSION a^ a^ a^ a^ .... a'-'. 

lis. Cette dénomination due à Euler et adoptée par tous les géomètres, 
parait être un effet sans cause , principalement lorsque cette désignation , prise 
dans un sens restreint, ne comprend, comme dans l'étude actuelle, que les 

30 
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nombres entiers précités; un examen plus attentif des faits, montre que les mots 
racines primitives, doivent être admis dans une acception plus large, que ces mots 
doivent désigner un ensemble de grandeurs dont les nombres entiers indiqués 
forment une assez faible partie ; les causes qui justifient alors cette dénomina- 
tion apparaissent clairement, et sans vouloir faire de ces causes un examen 
complet qui serait étranger à notre étude , la question offre diverses circon- 
stances parmi lesquelles nous choisirons celles qui nous seront utiles dans la 
suite : considérons une équation binôme indéterminée [A] .r* — 1 =3TL:P, 
l'expression 3TC : P indiquant un multiple général du nombre premier P ; soit r 
une racine autre que Tunité , mais quelconque, de Téquation [A]. 

1^ Si Texposant n est premier absolu, on sait que la racine r élevée aux 
puissances successives 1, 2, 3..../1, donne toutes les racines de Téquation pro- 
posée^ et que toute racine de Téquation [A] ne peut appartenir à une équation 
a^ — 1 = 371/ : P dans laquelle Texposant d est inférieur à n ; ainsi dans les con- 
ditions établies, toutes les racines de Téquation a:" — 1=d1L: P sont uniquement 
propres à cette équation , c'est-à-dire ne résolvent aucune équation binôme de 
degré inférieur à /^, chacune d'elles par les puissances successives 1, 2, 3....n, 
donne la série complète de toutes les racines différentes de la proposée; elle 
ne donne Tunité qu'à la puissance /i'*°*% après quoi toutes les racines reparais- 
sent dans le même ordre à Tinfini; ces propriétés donnent à la racine r un 
caractère spécial qui lui a mérité la dénomination logique de racine primitive, 
par opposition à d'autres grandeurs racines d'une équation û^ — 1=3TI/:P, 
mais racines aussi d'une équation o:^ — 1 =dTC:P, dans laquelle le nombre d 
est inférieur à A : les racines de l'équation x"" — 1 =3TC:P, le nombre n pre- 
mier, sont donc des quantités que l'on doit en général distinguer des nombres 
entiers nommés dans, ce Mémoire Racines primitives; et pour éviter toute con- 
fusion, nous désignerons les racines entières de l'équation j:* — 1 =.3ïLi P par 
les mots Racines primitives générales; remarquons d'ailleurs que ce double 
emploi d'une expression remonte à des temps déjà éloignés, et qu'il a peu d'in- 
convénients ; les deux variétés de grandeurs, racines de l'équation x" — 1 =3TL : P, 
racines primitives du nombre premier P, ont des points de contact assez nom- 
breux, car les premières contiennent en général les secondes; les inconvé- 
nients disparaîtront d'ailleurs à la fm du paragraphe actuel , puisque laissant 
alors Complètement de côté les premières grandeurs , lesquelles présentant un 
intérêt secondaire , l'expression indiquée caractérisera dans toute la suite 4eB 
uoiïibres ètïtiers qui sotït l'objet principal de Tiotre étude. 
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2** Si Texposant n de Tëquation vc" — 1 =^TrC:P est un nombre composé , '\\ 
n'y a plus qu'une partie des racines qui soient uniquement propres à i'équa* 
tioD ou qui en soient les racines primitives générales, car les autres résolvent 
en même temps des équations binômes de degrés inférieurs marqués par les 
différents diviseurs de /z, de sorte que leurs puissances successives ramènent 
Tunité avant la puissance ri*^y et ne peuvent ainsi former la suite complète 
des racines diflerentes de la proposée , on est conduit à cette question : une 
équation binôme indéterminée .r* — 1 =3TC: P, quel que soit le nombre n , 
a-t-elle toujours des racines primitives générales , et si la réponse est ajffirma- 
tive, quel est le nombre de ces racines? 

Nous pouvons déjà remarquer que pour Texposant n=-a nombre premier, 
réquation j:*— «IsSIL : P présente a — 1 racines primitives générales, n^ Hl; 
et en effet Texposant n n'ayant pas d'auties diviseurs que Tunité, le binôme 
af — 1 =jnLP n'a pas d'autres diviseurs binômes de degré inférieur que le 
binôme x — 1 ; ainsi toutes les racines de l'équation oif' — 1 =31CP, excepté la 
racine 1 , sont uniquement propres à cette équation , ou , comme on l'a dit , 
en sont les racines primitives générales ; si Ton a n = a^j le nombre a étant pre- 
mier, Texposant n n'a pas , au-dessous de lui , de binômes diviseurs plus élevés 
que jf — 1 ; en rejetant donc de la proposée les a racines de Téquation 
af — i=31X/P, il reste a{a — 1), racines primitives générales de l'équation 
x^"^ — 1 =3TC:P; si l'on a ^=a", on prouve de même qu'en rejetant les câ 
racines de l'équation x^"^ — 1=3TCP, on aura rejeté toutes celtes qui résolvent, 
en même temps que la proposée , les équations binômes de degré inférieur, et 
par suite les racines restantes seront au nombre de cf{a — 1); en général, soit 
/^ = «• le nombre a premier, et par conséquent soit x^*^"^ — 1 =3TC: P, l'équa- 
tion proposée, le rejet des racines de l'équation a;<"**> — 1 =:3Tt/P laissera 
(f^\a — 1), qui seront toutes les racines primitives générales de l'équation pro- 
posée; ainsi pour un exposant n qui est une puissance a du nombre premier a, 
l'équation af" — 1=3TLP a toujours des racines primitives générales, et le nombre 
en est (f^{a — 1), c'est-à-dire qu'il y en a autant que de nombres inférieurs 
et premier à /i, n® 112; la même démonstration pourrait s'étendre au cas de 
n'=ctlfic^ ...,^ mais nous présenterons la chose d'une manière plus directe, 

soient donc en général n = cC'b^c^^ .... et l'équation af^^^^^ • • • • — 1 = 3XL : P ; 
considérons les équations particulières 

^<«'>--1=aiL:P, a:<*^~1=31L:P, 4i:(^;) — 1 =3TL: P...,; 
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admettons que Ton connaisse une racine primitive générale de chacune de ces 
dernières équations, ces racines étant par ordre a} oi^ ^'^..., le produit 
.î/.^'.a/".... sera alors une racine primitive générale de Téquation proposée, 
1* ce produit est évidemment une racine de Téquation Jd^ — \ =:31LF, en 
d'autres termes ce produit élevé à la puissance a*é^c^.... donne 1-[-3TC:P; 
2** ce même produit a/. x". a/".... ne peut donner Tunité pour aucune 
puissance d inférieure à n\ admettons en effet l'exactitude de Tégalité 
(J.a!'.x!"....y=\ -[- :3Tl/P, Texposant d serait nécessairement un diviseur de /î, 
n® 109, or le nombre^étant inférieur à /z, il y aau moins quelque facteur simple 
de rij facteur a, par exemple , qui entre une fois de moins dans le nombre d 
que dans le nombre /^; ainsi d serait un diviseur de o^^^^c^..., donc puisque 
le produit oi.oêKal^^.,, étant élevé à la puissance d^ le résultat, divisé par P, 
donne le reste 1, ce même produit étant élevé à la puissance a"~*.6^. c^...., 
nombre multiple de d donnerait aussi le reste 1 , on aurait donc Tégalité 

[A] (a/.j/'.^"....)"*"''^^'=i+^>K^:P, 

or les. égalités hypothétiques (^'/W+JTtrP, (jr/'y=1-prL; P...., donnent 
à régalité [A] la forme 

[B] . (a/)«'"'*^^' = i+3Tt:P; 

on a aussi par hypothèse (:</)'*" = 1 -|-^ÏÏC:P, donc prenant le diviseur commun 
des deux exposants de ces équations , on aurait (^)*"*"*= 1 -}-^3TL: P, donc fina- 
lement a/ donnerait Tunité avant la puissance â^, et par suite cette quantité oê 
Doserait pas une racine primitive générale de Téquation x^^ — 1=jn[/:Py ce 
qui est contre Thypothèse; donc le produit sê.oê^s!^^ ... ne peut donner le 
reste 1 pour aucune puissance inférieure à a*.^.c^,.., donc il est racine pri- 
mitive générale de Téquation a:«"'*'««^-'** — 1=3TL:P; ainsi toute équation 
x"«-1=JIL:P a des racines primitives générales, et le nombre en est au moins 
égal à celui de tous les produits différents af.af^.a!".... qu'on peut faire en 
combinant les racines primitives générales oi jP ûé".... des équations res- 
pectives 

(a:*)**— 1=3TC:P, (o;^/— 1 =3Tt:P, (a/^— 1 =31L:P...*; 

Ofi le nombre des racines primitives générales de la première équation, est 
i^^a — 1), les racines primitives générales de la seconde équation sont au 
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nombre de è^\b — 1), les racines primitives générales de la troisième équa- 
tion sont au nombre de {^^(^ — 1), etc. ; donc, par la théorie des combinaisons, 
les racines primitives générales de Téquation proposée x"" — 1 = 3Ti : P, le nom- 
bre n étant égal à ctb^c^....^ sont au moins au nombre de 

ar-\a—\).l^\b—\).c'^Xc — \)...., 

c'est-à-dire qu'il y en a au moins autant que de nombres inférieurs et premiers 
à /z, n® 112; au reste, dès qu'on suppose l'existence d'une seule racine pri- 
mitive générale de x" — 1=3TX/:P, on peut démontrer tout de suite qu'il y en 
a précisément le nombre qu'on vient de dire; car, soit r cette racine primitive 
générale applicable à l'équation x" — 1=31t/:P, non applicable à toute équa- 
tion a^ — 1=31t/:P de degré inférieur à /2, formons la suite des puissances 
r* /^ r*....r^* r*, on aura la suite complète des n racines différentes de la pro- 
posée; or, si l'on considère un nombre quelconque e inférieur et premier à riy 
et qu'on prenne les racines de cette même suite en allant de Tune à l'autre 
de e en e, comme l'intervalle e par lequel on saute ^ est premier à /i, on sera 
obligé de passer par toutes les racines avant de revenir à la racine r d'où l'on 
est parti, donc la suite {j*J (/'J (^^.... (j^y^ nous donne aussi, aux multiples 
près de P, toutes les différentes racines générales de la proposée , donc (j*) est 
une racine primitive générale , donc si l'on suppose une seule racine primitive 
générale r de l'équation x* — 1=3TL:P, il s'ensuit qu'il y en a autant que de 
nombres e inférieurs et premiers à /i, et l'on voit en même temps qu'il n'y en 
a pas davantage, car si l'on va d'une racine à l'autre par un intervalle constant h 
qui ait avec n un diviseur commun d supérieur à 1 , on ne passera jamais que 

par un nombre ^ de ces racines, de sorte que r^ ne peut jamais être racine 

primitive générale de l'équation :t" — 1=:^)TL;P; mais il est évident, par la 
même raison, que /^ sera une racine primitive générale de l'équation infé- 

"^ Les éléments principaux qui amènent les faits exposés sur les racines primitives générales , 
les modes mêmes de démonstrations, appartiennent à un excellent Mémoire de M. POINSOT, 
pouvions-nous remplacer un pareil emprunt? Nous ne l'avons pas cru ;^au reste , l'ensemble du 
n* actuel conserve entièrement intactes les deux questions étudiées n* 114; cet ensemble a eu 
seulement pour but de montrer le lien qui unit toutes les racines primitives générales d'une 
équation indéterminée de la forme j:* — i=Jll/: P, nous croyons qu'il nous sera permis, après 
le paragraphe qui suit, de reprendre en pleine connaissance de cause, l'étude des nombres 
entiers qne nous avons, avec Eulef , appelés racines primitives du nombre premier P. 
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Considérons Féquation binôme indéterminée ,t^^ — 1 =31t/:P, les racines 
de cette équation présentent certainement des nombres entiers ; recherchons 
efTectivement les nombres entiers a qui donnent le maximum, c'est-à-dire le 
nombre P — 1 de restes différents lorsque Ton divise par F chaque terme de 
la suite (â a^ cf.... à^"^*^ Texistence des nombres a a été démontrée n® 114, et 
ces nombres sont manifestement des racines primitives générales de l'équation 
proposée, ils sont des solutions, et ne peuvent être des solutions d'une équa- 
tion binôme de degré inférieur à P — 1 ; en outre ces nombres, par suite de 
notre définition, n** 109, sont des racines primitives du nombre premier P. 

Des considérations précédentes on déduit un procédé pour obtenir une ra- 
cine primitive d'un nombre premier P. Reprenons l'équation x^""^ — 1 = JHO : P; 
décomposons le nombre P — 1 en facteurs premiers différents ^, i^ c^ ....; 
formons les équations :c«" — 1=t7rt:P, x^^—\:=M. \ P, af' —\ =3Tt:P; on 
peut toujours déterminer les racines primitives applicables aux dernières 
équations précitées ; cette possibilité est une conséquence des principes 
exposés n® 114; désignons par hy k^ l .... les racines primitives adoptées : 
le produit h.k.l ...., divisé par P, s'il y a lieu, donne un reste R inférieur 
à P et qui est une racine primitive du nombre premier P; l'utilité pratique 
de ce procédé dépend évidemment de la facilité plus ou moins grande 
que présentent les déterminations des racines primitives A, A", /, etc. ; or, dans 
quelques circonstances, le calcul que donne une racine primitive H, appli- 
cable à l'équation .r"'*^ — 1 =3TC:P, est moins simple que les deux calculs 
qui donnent les nombres entiers A et A", applicables respectivement aux 
équations a:**" — 1 = ^ÏÏC:P, x^^ — 1 =jnO:P : la racine primitive du nombre 
premier P sera alors le produit H./; on peut, en effet, considérer le nombre H 
comme étant le résultat du produit h.k^ei l'on reprend ainsi les données hy- 
pothétiques qui établissent l'exactitude du théorème général énoncé dans le 
numéro actuel: au reste, dans la recherche d'une racine primitive d'un nombre 

premier qui a l'une des formes 2Q-|-1, 4Q-[-1y 6Q-|-1, 8Q-|-1, 12Q-f-^> 
le nombre Q étant premier absolu, recherche faite dans le troisième chapitre de 
cette partie , nous verrons que le procédé que nous venons d'indiquer et dont 
l'exécution était jusqu'ici impossible, acquiert un caractère essentiellement 
pratique par suite de l'intervention des principes qui font connaître une solu- 
tion entière des équations dont la forme est a:* -^r= P. 7", principes exposés 
dans la première partie du traité précédent. 

Les faits exposés dans toute cette première étude ont eu pour but de consta* 
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ter l'existence, de caractériser la nature des racines primitiTes d'un nombre 
premier P; la plupart de ces principes étaient d'ailleurs connus, et nous avons 
dû seulement les réunir. L/étude suivante est plus neuve, et est liée plus .inti- 
mement à la recherche qui est le but spécial de cette partie. 

116* Lemme. Le nombre P est premier absolu, le nombre e est premier 
à P; si, après les divisions générales indiquées n^ 108, le nombre des termes 
de la période est pair^ et si Ton choisit dans cette période deux restes, Tun oc- 
cupant le rang h à partir du premier, l'autre occupant le même rang £ à partir 
du premier reste de la seconde moitié ; la somme de ces deux restes est éggle 
à P. Reprenons les suites [A] et [B] n^ 109; admettons que 2ai soit le nombre 
des restes différents , on a les deux suites 

£ £ 8 ••••6 •••.£ 8 , X\q X\| EIj • • • . jn A • • • • Ii^|_j ^^1 1 

de là on déduit trois égalités 

e«=P.L + R., 8*'=P.M-f R^ fi»» = P.N + 1. 
Ajoutant les deux premières égalités et transformant la troisième, on a 

.•^-1=P.K+(R,+«J (."-1)(e-+1)=P.N. 

La seconde de ces deux égalités prouve que le nombre e** -|- 1 est un multiple 
de P; la première prouve l'exactitude de Tégalité R„'j-R^=P. Si Ton choisit 
deux restes R^ R,^ dans les conditions indiquées , on a 

8*=P.A + R, 8-+* = P.B + R,-H, 

ou, après addition, e*(e"+1) = P-C-|-(R6+R,^f6), c'est-à-dire R4-|"'^+6=P- 

<•' Ck>ROLLAJRE. Si la série 8* 8* 8% etc., dont chaque terme est divisé par P, 
donne un nombre pair de restes diflférents, le premier reste de la seconde partie 
eslP — 4. 

2* Corollaire. Si la série 8^ 8^ 8% etc., dont chaque terme est divisé par P, 
donne un noml^re impair de restes différents , un de ces restes ne peut être 
P — i. De Fégalilé 8'' = P.D-f P— 1 on-déduit 8* = P.E+*1, conclœion 
inadmissible. 

3* Corollaire. Toute période dont un terme est P — 1 est d'ordre pair, et 
toute période qui ne présenle pas *le pedie P ^-« 1 -est d'oi*dre impair. 
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La loi indiquée dans le lemme précédent permet d'écrire immédiatement les 
restes qui constituent la seconde moitié de toute période d'ordre pair; on peut 
d'ailleurs reconnaître aussi qu'elle donne le moyen d'écrire les quotients de la 
seconde moitié , mais cette loi n'est applicable qu'aux périodes précitées : le 
lemme suivant est général, permet d^ écrire, sans calcul, les restes et les 
quotients , lorsque Ton connaît un petit nombre de termes de chacune de ces 
séries. 

117. Lemme. Si Ton examine les restes différents qui composent la série 
déjà employée 

[B] R, R, R, R,, etc., 

on reconnaît qu'il doit exister, entre ces restes, une infinité de relations linéaires 
telles que si Ton combine ensemble plusieurs de ces restes , le résultat soit un 
multiple de P : or, toute relation de la nature de celle que nous indiquons est 
invariable, c'est-à-dire se retrouve entre les restes qui suivent, ceux-ci étant 
choisis en nombre et en ordre pareils aux premiers. Parmi toutes les relations 
Unéaires qui peuvent se présenter , nous adoptons la suivante, dans laquelle 
les nombres entiers /, m, /i, p sont rangés par ordre de grandeur 

A.R,-f-B.R„-|-CR„ — D.Ry=31t:P. 

Cette hypothèse donne l'égalité 

e'(A+B.e-^4-C.e-' — D.e'^)=5Tt: P. 

Or , les nombres e' et P sont premiers entre eux ; on a donc 

A + B.e-^'+C.e"-' — 0.6*^ = 370: P. 

Si actuellement nous choisissons les restes qui suivent immédiatement ceux que 
nous avons adoptés , nous aurons 

A.R^^ + B.R^ + C.R»^— D.R^ ou A.e^ + B.e-+*+C.i*+*— D.«»+'. 

Ce dernier ensemble peut prendre la forme 

.H^A H- B . ««^ H- C . «-' — D . O- 
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Or, la partie placée entre les parenthèses est un multiple de P ; donc, les restes 
des divers dividendes A. 6*+*, B.s"^*, C.e"+*, D.8^+* obéissent à la relation 

A.R,+, + B.e^ + C.e^, — D.IVh = M:P. 

Le principe est donc démontré. 

118. Nous pourrions, V examiner les conséquences de la loi générale qui 
précède; 2® prévoir quels sont, dans une hypothèse numérique de e, les 
nombres P qui peuvent créer une relation donnée ; si , par exemple, e = 1 et 
si on étend suffisamment Tintervalle compris entre les divers restes employés , 
une partie notable des nombres premiers donne des relations simples par ad- 
dition ou par soustraction; 3"" donner le procédé général qui permet, lorsque 
Ton connaît les restes, d'écrire immédiatement les quotients correspondants; 
4"" remarquer que la démonstration générale qui précède est indépendante de 
Tétat premier ou non premier du nombre P ; mais , laissant de côté ces faits 
généraux , dont Futilité pratique sera toujours secondaire, nous insisterons sur 
une circonstance principale. Reprenons les deux séries 

[A] e« e« e* .... e^"' [B] R, R, R,.... R^^. 

Si on divise quelques-uns des termes de la série [A] par un nombre premier 
absolu , le lemme précédent permet d'écrire les restes lorsque Ton a trouvé 
une relation linéaire entre deux ou plusieurs restes consécutifs ou distants : le 
nombre de ces relations dépend du nombre même des restes difTérenls. Rap- 
pelons que nous avons nommé racines primitives d'un nombre premier P les 
nombres entiers abc, etc., qui donnent, pour la série [B], le maximum, c'est- 
à-dire le nombre P — 1 de restes différents : si donc , dans [A] , on remplace e 
par Uj on aura, en général, le maximum des relations linéaires, et l'on devra, 
parmi celles-ci, adopter celles qui emploient des restes peu distants. 
Exemple. P = 19i , e=a=189, 

série [A] 189^ 189* 189« 189» 189* 189' 189' 189% etc. 
série [B] 1 189 4 183 16 159 64 63, etc. 

le sixième reste diminué du premier donne le septième; par conséquent le 

septième reste (augmenté de P s'il y a lieu) diminué du deuxième, donnera le 

huitième , etc. , etc. 

31 
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Cette loi , dont Timportance sera mieux appréciée dans la recherche des 
racines primitives , se retrouve , avec quelques modifications dans les quotients 
correspondants , et nous pouvons ici entrer dans les applications numériques , 
en opérant dans un système donné; la supposition e=10 donne un moyen 
de réduire , presque sans calcul , les fractions ordinaires en fractions de Tordre 
décimal ; nous faciliterons Texplication en admettant 1 ® que le dénominateur P 
de la fraction ancienne est un tiombre premier absolu ; V que l'unité est le 
numérateur de cette fraction : reprenons les séries [A] et [B] , la première 
avec rhypothèse e = 1 

[A] lO'^ 10* 10' iœ 40* 10' 10» iO% etc. 

[B] R, R, R, R, R, R, R, R,, etc. 

Rela^tion pour ADDrnoir. Si la suite [B] offre trois termes R^ R,^ ^\k\k 
qui obéissent à la relation R^ ± R„^ = R«^^^ ; cette loi étant invariable , on a 
aussi R^4^ ± Rn\h\i = B»ffc+*+i ; or, cette loi existe aussi , avec quelques modifi- 
cations, entre les quotients correspondants, on a 1*' chiffre à droite de 
Q^.^^^^=1«' chiffre à droite de la somme * Q»+fc-|-Qii> 1* lettre Q indiquant le 
quotient, et Tindice de cette lettre indiquant la correspondance du quotient avec 
le reste ; l'hypothèse admise entre les restes donne les trois égalités 

10.R,=P.Q,+R,+,, 10.R^=P.Q,+,+R,H^H^, 

ou l'égalité finale 

[C] [R^,-(R^+R.)]==P[Q,4^-(Q^+Q0] 

on peut toujours négliger , s'il y a lieu , la dizaine que peut donner la somme 
des chiffres de droite appartenant à Q,^ et à Q^, car, si on examine l'égalité 

[D] <0[R^+R.]=P[Q.+*H-Q.] + [lWf.+lW.J; 

on reconnaît que cette suppression est sans influence sur la nature du chiffre de 

* Nous admettons que le signe -|- est placé entre les deux termes du premier membre de 
régalité générale hypothétique R^+fc ± Rn ^ Rn+fc 4" K^ • 
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droite de Q,^+4, c'est-à-dire sur Tobjet même de noire recherche; cet abandon 
donne à Fégalité [D] la forme 

[DJ 10 (lW+R.-P) = P(Q-4*+Qn-10) + R,,4^+R,4,; 

ainsi cet abandon diminue la somme Rn+à-j^Rn du nombre P, alors contenu 
dans cette somme , et l'égalité [C] prend la forme 

[C,] 10[R.,+^-(R^ + R,-P)]=P[Q,4M*-(Q^+Q,-10)] 

les mêmes égalités [C] et [CJ démontrent aussi que , la même suppression faite 
s'il y a lieu , on a : 1"* le premier chiffre à droite de Qi^-^f.* est exactement le 
premier chiffre à droite de la somme Q^+^+Qn» si Ton a R«+fc4^-j-R„^^<P; T le 
premier chiffre à droite de Qj^^^^est le premier chiffre à droite, augmenté d un ^ 
de la somme Q„+fc-|-Q„, si l'on a R,+^^+R,^>P, ainsi dans ces relations 
numériques la loi est générale et la détermination du chiffre suivant du quotient 
exige que Ton porte exclusivement son attention sur les deux restes qui suivent 
immédiatement les deux restes que Ton vient d'ajouter , i*emarquons aussi que 
si les deux restes, créateurs de la relation, sont consécutifs, le second reste 
du premier groupe sera le premier reste du groupe suivant. 

E.EMPI.E % 

Restes 106 126 326 458 377 34 340 131 376 24 240 65 183 429 87 
403 294 138 446 257 235 15 150 99 56 93 463 427 67, etc. 

Quotients 

22698072805 1 391 8629550321 1 9 9, etc.; 

la somme des restes n^ 1 et n® 7 donne le reste n^ 1 9 , donc la somme des 
restes n"* 2 et n** 8 donne le reste n® 20 , ainsi de suite ; or, la somme 2 -|-7 des 
quotients n^ 1 et n® 7 donne exactement 9 ou le quotient n* 1 9 , tandis que la 
somme 2 -f- 2 des quotients n" 2 et n® 8 doit être augmentée de 1 pour donner 
5 qui est le quotient n® 20, et cette augmentation est due à cette circonstance , 
la somme 326 -|- 376 des restes n^ 3 et n® 9 dépasse le diviseur invariable 
P=467. 
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Relation par soustraction. Si la suite [B] offre trois termes R„ IV,^ffc R«+*+*y 
qui obéissent à la relation R^^ — Rn = R»4^i+i, celte loi étant invariable, on a 
aussi Rn+fc-H — IWi=^W4HH-i; ^^y ^^**^ ^^^ existe, avec restrictions, entre les 
quotients correspondants ; on a le premier chiffre à droite de Qn^^^+t est égal 
au premier chiffre à droite de la différence Q,^ — Q^ : cette loi des quotients 
donne lieu à une remarque analogue à celle qui a été faite dans la relation 
précédente; considérons en effet Tégalité hypothétique actuelle 

[E] 1 o[iW+*-(iW- R«)] = p[Qm*+*-(Q«+*- Q«)]+[iWm^-(Rm*- R-)]. 

si nous examinons l'expression Q^^^ — Q„, on peut toujours admettre la possi- 
bilité de la soustraction dans le sens indiqué; on peut admettre que le premier 
chiffre à droite de Q„ est inférieur au premier chiffre à droite de Qn^; s'il en 
est autrement, on fera à ce dernier une addition de 10 unités, et cette augmen- 
tation sera le résultat d'un emprunt fictif fait sur les dizaines de Q,,^^ ou sur les 
unités de Q«+fc_i , suivons en effet cette unité de dizaines prise sur Q„4^^_, dans 
la route qu'elle parcourt; l'égalité 10R^fc-_i=PQn+A^i-|-^-H contre que par 
suite de cet emprunt , R,^ deviendra P-j-R„^; or, ce changement n'altère pas 
l'égalité [E] puisqu'il diminue de 10P les deux membres , ainsi cette égalité [Ë], 
l'addition indiquée faite s'il y a lieu , montre que 1 ^ le premier chiffre à droite 
de Q,4^i^^k est exactement le premier chiffre à droite de la différence Q^^ — Q» , 
si l'on a Rn4^tfi > R«^^ ; 2** le premier chiffre à droite de Qn4.h4^k est le premier 
chiffre à droite de Q«^ — Q» , (Umînué d'un si l'on a Ri^+fc+i < R„+i ; ainsi 
. notre remarque précédente sur la nature de l'attention qui doit présider à la 
détermination des chiffres-quotients est applicable à la relation actuelle, on 
peut d'ailleurs opérer la soustraction inverse , mais entre d'autres restes; si la 
loi a lieu cette loi est invariable ^ on doit seulement alors renverser les con- 
ditions d'inégalité relative aux restes qui suivent ceux que l'on vient d'em- 
ployer : l'exemple suivant est dans cette dernière direction. 

EXEMPLE. 



1193 

Restes 213 937 1019 646 495 178 587 1098 243 44 440 821 1052 

976 21 6967 126 67 670, etc. 

Quotients 1 78541492036881810561, etc. 

Le reste n° 3 , diminué du reste n** 1 3 donne le reste n**29, etc. ; or, la différence 
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dans le même ordre des quotients correspondants , c est-a-dire 8 — 8, ou mieux 
la difîérence 18 — 8=10 doit être diminue de 1 , et donne alors le quotient 9, 
cette diminution de 1 prend sa cause dans la condition R„^=646 nombre 
inFérieur à R„+fc4-i =976 , etc. 

Relation par multiplication et par division, l/utilité pratique de ces 
relations est contestable; par exemple, la relation 10.R„=P.M-|-R^ n'apporte 
évidemment aucune abréviation dans les calculs, néanmoins lorsque cette 
relation offre une multiplication peu élevée , et lorsque les restes employés sont 
peu distants , le procédé qui donne les restes est plus expéditif que le procédé 
ordinaire : si Ton aTégalité a.R^=R^j^, on aura aussi, avec quelques restric- 
tions, régalité, premier chiffre de droite de Q^^ égal au premier chiffre de 
droite de a.Q„, on démontrerait, comme nous l'avons fait dans les cas ana- 
logues précédents , que le premier chiffre à droite de Qn+h, c'est-à-dire que le 
chiffre unique que l'on doit adopter comme quotient est le premier chiffre à 
droite de « . Q^, pourvu qu'on augmente ce chiffre de 0, 1 , 2, 3 . .. a — 1 , unités 
selon que le nombre R,^ dépasse R«+fc+, de 0, 1 , 2 .... a — 1 fois le nombre P. 
En général , les relations entre les quotients sont évidemment des conséquences 
des relations entre les restes , toutefois , les premières étant des modifications 
plus ou moins complexes des secondes , elles n'auront une simplicité suffisante 
pour la pratique que lorsqu'elles seront le résultat de l'emploi de deux restes; 
cette complication pour les quotients n'ayant pas lieu pour les restes, on pourra, 
entre ces derniers, faire usage de relations plus compliquées; nous citerons 
encore deux exemples pris au hasard dans les nombres premiers compris 
entre 1 et 10000. 

Exemple. Tv^ô- Le reste n® 3 plus le reste n® 1 2 , moins le reste n® 1 0, donne 
le reste n*" 1 4. 

ExEBiPLE. -çrsTn* L<e reste n"" 2 , plus le reste n^ 6, moins le reste n^ 7, donnent 

le reste n* 1 1 . 

Ces relations linéaires entre les restes donnent naissance à des développe- 
ments curieux sur la théorie des nombres, mais nous leur avons donné le nom 
de lemmesj parce qu'elles sont seulement des auxiliaires qui nous sont utiles 
dans la recherche des racines primitives, et ici qu'on nous permette de préciser 
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en quelques mots la nature du travail dont Tensemble constitue les deux 
chapitres qui suivent : 

119. La recherche des racines primitives d'un nombre premier, a été un 
sujet de méditations pour les plus grands géomètres , tous ont été ramenés à 
Fopinion émise par Euler : « On ne peut saisir entre un nombre premier et les 
racines primitives qui lui appartiennent, aucune relation d'où Ton puisse 
déduire une seule de ces racines, de sorte que la loi qui règne entre elles paraît 
aussi profondément cachée que celle qui existe entre les nombres premiers 
eux-mêmes. » On admettra sans doute que nous ne pouvions avoir la préten- 
tion de contredire une autorité aussi puissante, et d'ailleurs une semblable 
prétention aurait été modifiée à la fin d'un travail qui n'a fait que nous con- 
firmer dans notre respect pour Euler , mais cette difficulté qui parait insurmon- 
table, ne pouvait-on la tourner? partiellement du moins; si dans l'essai que 
nous présentons, un tâtonnement régulier et invariable est encore, en général, 
le moyen qui nous donne une seule racine primitive , nous croyons que ce 
moyen disparait complètement, pour environ les deux tiers des nombres dans 
la méthode directe qui donne exclusivement toutes les racines primitives de ce 
nombre : notre travail étant une étude sur les racines primitives pures, nous 
avons dû supprimer toute remarque sur l'emploi de ces racines , nous avons dû 
supprimer quelques obsei*vations encore fort incomplètes , sur le mécanisme 
des grandeurs numériques ; puisse un accueil bienveillant nous encourager dans 
la suite des recherches que nous voulons faire sur cette partie , car pourquoi 
nous serait-il défendu d'ajouter que nous croyons que l'intelligence humaine , 
n'a pas, sur ce point, dit son dernier mot et que les opérations nombreuses 
que nous avons dû faire sur les nombres, ne nous ont pas convaincu de 
l'impossibilité de saisir, sinon l'ensemble , du moins quelques-uns des anneaux 
de la chaîne mystérieuse qui unit les racines primitives aux nombres premiers. 
L'exposé suivant présente deux genres de recherches , dans le premier, nous 
admettons toujours qu'un nombre P premier absolu étant donné , on connaît 
une racine primitive de ce nombre , dans l'autre nous donnons un procédé 
pour trouver la racine primitive dont la connaissance a été admise dans l'étude 
qui précède* 
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CHAPITRE II. 
RELATION DES RACINES PMMmVES ENTRE ELLES. 

RECHERCHE DIRECTE DE CES RACINES. 

120. Lebime. Étant donnés deux nombres entiers P et a^ si on forme les 
deux séries 

a^ cù câ a* «*, etc. 

{P—aJ (P— «y (P— «)• (P— a)'....(P— a)*etc., 

si on divise par P chacun des termes de ces deux séries , 1*^ les restes des 
mêmes puissances paires o^, (P — df" sont égaux ; 2° les restes des mêmes puis- 
sances impaires rf*+*, (P — a)*+* donnent une somme égale à P : la première 
partie n'a pas besoin d^explication , et il. suffira, pour la seconde, de remar- 
quer que le reste de </*+* étant +K, celui de (P — df^'^ est P — K. 

121. Th^orèbie. I^ nombre P étant premier absolu, le nombre a est une 
racine primitive de P, 1 * si le nombre h est premier à P — 1 , reste de a*, est 
une racine primitive de P ; nous faciliterons l'explication en partageant la dé- 
monstration en deux cas, selon que le nombre P est de la forme 4^-|-1 ou 
de la forme hq — \. 

1*" Ca5. P=45r-[-<, on a par hypothèse les deux séries 

[A] d cù et a*.... «'....a**.... a^.... a**....a^....a^, etc. 

Admettons l'état premier relatif des nombres A et P — 1 , remarquons d'abord 
que dans la série [A], 1° les termes de la forme o^, le nombre / entier impair 
sont les seuls qui puissent donner le reste P — \ ; 2* les termes de la forme d^ 
sont les seuls qui puissent donner le reste 1 ; soit actuellement l'égalité 
Reste de (a^)=é, formons les deux séries 

[AJ U' U ^... .*'.... Aw.. .. ^. ... ^*«.. .. A»«, etc. 

1 U| I j jj j*! . . f . «f_ . . • . j»'j* .... «$"1^ . • . . s^ • . • . «>|^ , eic . 
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Les restes des termes de la série [Âj étant ceux que donne la série 

on peut, aux deux séries [Âj et [BJ, substituer les deux séries 
[A,]. cf d" a*....a«*....«*»\...â^\...fl^*, etc. 

le reste de {(ff^ est P — 1 , celui de (a*)*^ est 1 ; il suffit donc de prouver qu'un 
terme quelconque a"*, n<ihq^ ne peut donner le reste 1 , 1 ® le nombre n ne peut 
être égal à Tun des nombres q^ 2q^ 3^; l'admission de Tune de ces égalités 
donne à Fexposant n.h soit l'état de multiple impair de q^ soit l'état de mul- 
tiple une fois pair du même nombre q^ alors la conclusion reste a"*=1 est 
inadmissible; 2^ le nombre n ne peut être un nombre entier limité par et kq 
exclusivement. 

/^=ç/ donne Reste cfi^ =1 

on a (fh:=-kmq ou ^ =77z 

11-=^ q-^- s donne Reste «<'+•)* =1 
on a (y-|-j')Â=4/7iy ou -2-±-fL=//î 

rf=.^^s donne Reste «<*'+')* =1 
on a {^Iq^syi^kmq ou ^h±ït ^m 

/i=3y-|-j donne Reste «<■«+•)* =1 
on a {^q^syi=kmq ou (3y + ^)A ^^ 

L'état premier relatif des nombres A et 4^ rend les dernières égalités inadmis- 
sibles. Admettons l'état non-premier relatif des nombres h et 4^=P — i, 
posons les égalités h=ihy.d, P — 1 =45^=^.^, et reprenons les séries précé- 
dentes [Aj], [BJ, il y aura alors dans la première, entre a® et a***, au moins un 
terme a"*'^ qui vérifiera l'égalité reste a"-'' = 1 ; en effet, dans l'hypothèse ac- 
tuelle on a a"*=a"''''^», ou si l'on pose /i=^, a!^=c^i ou a"*=a*«*«, ou enfin 
reste a'**=1 ; la condition n=tpeul toujours être remplie, on doit effective- 
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ment substituer à la lettre n tous les nombres entiers compris entre 1 et 2qj 
par conséquent on doit, à cette lettre , substituer le nombre t. 

V Cas. P=4^— -1, posons P — 1=4^— .2=2Q, le nombre Q impair, 
on a les deux séries 

[C] a* a* a'.... a^.... cf^....c/^.... a*^, etc. 

[D] 1 R, R,....P— 1....1.... P— 1,1, etc. 

Admettons Tëtat premier relatif des nombres A et P— *1 ; remarquons d'abord 
que dans la série [C], V les termes de la forme a^'H-O^ sont les seuls qui puissent 
donner le reste P— «1 ; 2^ les termes de la forme 2m. Q sont les seuls qui puis- 
sent donner le reste 1 : soit actuellement reste de a* = &, formons les deux 
séries analogues aux séries [Âj et [BJ du cas précédent j et remarquant que Ton 
peut, aux restes ^ tf i^. ... ^, substituer les restes de (jt^J {e^J (£i*)"....(a*)% 
on aura 

[CJ a'a*a*....a*-^... (^....à^....a^, etc. 

[DJ 1 Sj S,.... P — 1.... 1.... P — 1.... 1, etc. 

La seconde de ces deux séries présente , l"* le terme P — 1 comme reste de 
o*-^; 2** le terme 1 comme reste de a^, il suffit de prouver qu'un terme quel- 
conque a^y si Ton a /i<]2Q, ne peut donner le reste 1 , 1^ le nombre nne peut 
être égal au nombre Q, puisque Fexposant nh du terme ef^ étant alors un mul- 
tiple impair de Q, Tégalité reste a"^=1 serait inadmissible; 2^ le nombre n ne 
peut être compris entre et 2Q. 

n=Q!y Q!<Q donne Reste de a^* = 1 

on a Qfh=2mQ ou ^ =ni 

«=Q'+K, K<Q donne Reste de a<«'+»)* = 1 
on a (Q'+K)A=2mQ ou ^ ^jl^^ =w. 

L'état premier relatif des nombres h et 2Q rend les dernières égalités inad- 
missibles. 

Admettons l'état non-premier relatif des nombres h et P — i, posons 
h=iHdy P — 1=2Q=^.rf, et reprenons les deux séries [Q], [DJ, il y aura 

32 



I 
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alors dans la série [CJ entre et a^ au moins un terme d^ qui vérifiera régalité 
reste a"*=1 ; en effet , dans l'hypothèse actuelle , on a a"* = a"*'**, ou si Ton pose 
n = ty on a a"*=a*'^'*' ou (f^=.(i^'^y ou enfin reste a"*=1, la condition n^=t 
peut toujours être remplie, la lettre n prenant tous les états numériques entiers 
compris entre 1 et 2Q , et parmi ces nombres est placé le nombre t^ puisque 
Ton a ^<2Q. 

I^ subdivision établie dans la démonstration générale qui précède n'était 
pas indispensable , mais facilitait l'explication ; si actuellement on réfléchit sur 
l'ensemble de cette démonstration, si l'on rappelle que les restes donnés, dans 
les deuxcas^ par les séries [Â] et [C] comprennent, la première, tous les nombres 
entiers inférieurs à P=4^-|-1 ; la seconde, tous les nombres entiers inférieurs 
à P=4^ — 1 , on reconnaîtra que l'on peut établir le théorème général suivant. 

122. Théorème. Le nombre P est premier absolu, le nombre a est une 
racine primitive de P ; si on élève a aux diverses puissances marquées par des 
exposants premiers à P — 1, ces diverses puissances donnent des restes diffé- 
rents qui constituent toutes les racines primitives de P, donc un nombre pre- 
mier absolu P a autant de racines primitives qu'il y a au-dessous de P — 1 de 
nombres qui soient premiers à P — 1 . Ce théorème entrevu par Lambert a été 
démontré par Ëuler, ensuite par Gauss; les exercices mathématiques de 
M. Cauchy présentent sur le même sujet une démonstration essentiellement 
algébrique; plus récemment M. Poinsot en a donné une démonstration arith- 
métique dont l'élégance est remarquable, démonstration dont les éléments 
sont employés n® 115; quel motif nous porte donc à maintenir celle qui 
précède? ce motif le voici : la transformation des séries [A], [A,], [AJ, [C], 
[Cj], les liens qui unissent les divers restes des termes de ces séries opposant 
une première difficulté qui se présentera plus sérieuse dans la suite de ce tra- 
vail , il nous a paru utile de familiariser le lecteur avec un genre de considé- 
rations dont cet essai offrira de nombreux exemples. 

Lorsque l'on connaît une seule racine primitive d'un nombre premier P. le 
théorème précédent donne un procédé pour obtenir toutes les racines primi- 
tives de ce nombre; toutefois plusieurs causes rendent cette méthode assez 
pénible; la formation de tous les restes demande, en général , P multiplications 
et P divisions, et parmi ces opérations quelles sont celles qui sont essentielles? 
on sait, n* 112, que les facteurs premiers inégaux de P — \ étant a, p, 7...., 
le nombre N désignant combien il y a de facteurs inférieurs et premiers à P — 1 , 
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on a N = ^ -ir -^ • — » on doit donc conserver les restes qui 

a. p. Y » 

correspondent à des dividendes dont les exposants sont premiers à P — 1 ; donc, 
parmi les multiplications et les divisions indiquées j la moitié au moins devient 
inutile ; on évitera en partie cette suite d'opérations en employant le principe 
de permanence de toute relation linéaire entre deux ou un plus grand nombre 
de restes consécutifs ou distants n® 1 1 7 ; toutefois même avec ce principe de 
permanence y dont Tutilité parait incontestable, subsiste la nécessité d'écrire 
des restes dont on opère ensuite la radiation; la méthode suivante a pour but, 
le nombre a étant une racine primitive de P, d'obtenir immédiatement toutes 
les autres racines primitives de P. Le nombre P peut présenter deux cas 
P = 4^-|-1, P=45r — 1. 

r'CAs. P = 47-|-1. 

123. Théorème. Si le nombre a est une racine primitive de P=4y-[-1 , le 
nombre P-— a est aussi une racine primitive de P; formons, 1^ les deux séries 
de dividendes 

[A] «' a' fl*.... a^.... ^«. 

[B] (P—ay{P—.ay(P — à)\...(¥—'af ...(P— a)^, 

les deux séries de restes correspondants 

[AJ 1 R, R,.,..P — 1....1 

[BJ 1 S, S,....P— 1....1, 

on doit prouver que le dividende (P — a)^ est le premier terme qui, dans la 
série [B], donne le reste i ; or, si Ion avait reste de (P — rt)*«-* = 1, l'expo- 
sant Uq — h serait pair ou serait impair, dans le premier état on aurait, reste 
de ^i*'-*=1, et dans le second état on aurait reste de a*^"*=P — 1, n^ 120, 
toutes conclusions que Thypothèse première rend inadmissibles. 

124. Thiéorèmb. Si le nombre a est racine primitive de P=4^-|-1, et si 
un nombre h est premier à P — 1 , le nombre reste de P — «* est racine primitive 
de P, les hypothèses indiquent que a* est une racine primitive de P, n^ 121, 
par conséquent P — a* est, n** 125, une racine primitive de P : nous avons 
facilité la démonstration de ce théorème en le considérant comme étant un 
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corollaire du théorème précédent, mais Tutilité qu'il présente plus loin lui 
méritait le nom que nous lui conservons. 

Corollaire. 1" Si a est une racine primitive de P= 4^4" ^ î 2** si A est un 
nombre premier à P — 1, si on désigne par 

A, c, rf, e,/, etc. (P-a), (P-*), (P— c), (P-rf), (P-^), (P— /), etc., 
les autres racines primitives de P, on aura les égalités suivantes : 

b=P — reste ûj*, c = P — reste é* = P — reste a<**> , 

rf = P — reste c* = P — reste *<**> = P — reste «<**> , 
e=P — ' reste rf^=P — reste c<**^ = P — reste b^^^=:P — reste a<**), etc., etc. , 

en d'autres termes, si les deux données hypothétiques subsistent 1^ la racine a 
donne a**, dont le reste est A, on obtient donc ainsi deux racines b et P — b, 
la racine b donne è*^, dont le reste est c, on obtient donc ainsi deux racines c 
et P — c, ainsi de suite; la rapidité de l'opération dépendra, 1® du choix fait 
pour le nombre h (ce nombre sera le plus faible possible) ; 2** de la réappari- 
tion plus ou moins rapide de la racine primitive a que nous appellerons, mais 
seulement pour faire image , racine-tjpe ; or, nous pouvons sur ce point établir 
quelques principes; la première racine reproduite sera toujours a : la réappa- 
rition aura lieu après une suite d'opérations dont le nombre est un diviseur 
exact du nombre total N des racines primitives de P; si après avoir déduit les 
racines liées à a, le nombre de ces racines est inférieur à N , on devra choisir 
une racine-type nouvelle , c'est-à-dire une racine étrangère à toutes celles que 
l'on connaît , et une seconde suite d'opérations donnera un nombre égal au 
premier de racines nouvelles : l'exactitude de ces divers faits est-elle une consé- 
quence immédiate de cette solidarité intime qui lie toutes les racines primitives 
d'un nombre? Toujours est-il que nous avons cru devoir donner à ces propo- 
sitions toute la rigueur mathématique. Recherchons les causes qui amènent la 
réapparition, soit de la racine-type a, soit delà racine P — a, puisque dans 
l'hypothèse actuelle P=^hq'\-\j les deux racines sont simultanées; reprenons 
les séries 

1 Rj n, . . . . It^ Rjb-H • • • • ";^s ",^8 • • • • R;^m • • • • p —^ 1 . . • . 4 . 
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1* Si Ton a reste (f^z=ia^ on aura les deux égalités a**=P.Q + a, azrzP.Q'-j-a, 
et par suite a{ct ~* — 1) = P.Q; or, puisque a est une racine primitive de F, 
l'exposant If — 1 du dividende cT-^ — 1 est un multiple de F — 1; ainsi la 
réapparition de la racine-type a aura lieu après un nombre m d'opérations , ce 
nombre m étant le plus faible nombre entier qui vérifie l'égalité A"* — 1 mul- 
tiple de F — 1 ; 2° si l'on a reste a*"* = F — «, on aura les deux égalités 
a*"! = FQ + F— a, a = F.Q' + a, et par suite «(a*"-* + 1 ) = FQ , ou 
a**'^=F.V-j-F — 1; donc alors le dividende dr~^ occupe le rang milieu 
d'une des séries périodiques données par la racine primitive a, on a donc 

P — i P — 4 

hr — 1 = multiple de — 5 — ; or, 1* le nombre h est impair, le nombre — 5 — =2^ 

est pair; nous pouvons donc établir la règle générale suivante applicable à 
tous les nombres premiers absolus dont la forme est 4^ -]- 1 • la reproduction 
de l'une des deux racines-types a ou F — a a lieu après un nombre m d'opéra- 
tions, le nombre m étant le plus faible nombre entier qui vérifie l'égalité 

}f — 1 = multiple de — 5 — . 

1**' Exemple. F=29, A=3, a = 2, on a 3* — 1 = multiple de -g-, la réap- 
parition de la racine-type a lieu après six opérations, et puisque, 1^ chaque 
opération donne deux racines ; 2*^ le nombre des racines primitives du nombre 
29 est 12; cette suite d'opérations donnera toutes les racines primitives du 

nombre premier 29 : on a reste ôq = 8 , donc racines primitives 8 et 21 , 

08 
reste — = 19, donc racines primitives 19 et 10, ainsi de suite, l'ensemble des 

opérations donne les six couples suivants : 8 et 21 , 1 9 et 1 0, 1 5 et 14, 1 1 et 1 8, 
26 et 3, 2 et 27. 

2* Exemple. F=277, A=7, «=5, le nombre 277 a 88 racines primitives, 

277 — i 

l'égalité 7" — 1 = multiple de — 5 — montre que la racine-type 5 reparaîtra 

après 22 opérations ; et puisque chacune de ces dernières fait connaître deux 
racines primitives, on devra employer une seconde racine-type. 

La réapparition de la racine-type a précédera celle de toute autre racine : en 
d'autres termes si on considère les deux séries 

1 t^Rf R,.... R|.... H^«... n^ .... n„„ , 
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dans lesquelles la lettre m désigne le nombre d'opérations après lequel a lieu 
la reproduction de la racine-type a ; il est certain qu'il y a inégalité entre tous 
les restes qui précèdent celui que donne le dividende a^"^ ; admettons en effet 
reste a^*^ = reste a!^^ les nombres / et (^ étant inférieurs au nombre /w; repre- 
nons ensuite la série applicable à la racine a, c'est-à-dire reprenons la série 
et (à a*. . . . a'"*. . . . cf^^'^K. . . c?^^~^\,. . , etc. ; la période donnée par a contient P — 1 , 
termes y les restes des dividendes a^^^ a^^^ sont égaux , les exposants que pré- 
sentent ces dividendes diffèrent entre eux d'un multiple de P — 1 ou 
A^— A'=(P— 1)K, ou A'(A"-'— i)=(P— 1)K, les nombres Aet P— 1 sont pre- 
miers entre eux, on a donc h^ — 1 = multiple de P — 1 ; or, dans cette der- 
nière hypothèse, la reproduction de la racine-type a a dû avoir lieu, donc cette 
dernière reproduction a précédé celle qui nous occupe. L'examen des séries [M] 
montre que si l'on adopte comme nouvelle racine-type un des restes R^, et si 
Ton soumet ce nombre aux opérations faites avec la racine a^ la reproduction 
de la racine R, aura lieu après m opérations , et les racines obtenues seront 
celles qui ont été données dans la première suite d'opérations; si l'on soumet 
aux calculs indiqués une racine-type b étrangère à toutes les racines obtenues 
par la première série d'opérations , les racines obtenues dans cette seconde 
suite de calculs seront nouvelles , et leur nombre sera celui des racines primi- 
tives déjà connues , on a les deux séries dividendes 

U^ b^ l^ *(^\...é(*')....*(*'^ restes 1 A S, S, S,.... S,; 

si un dividende b^^^ donnait comme reste la racine primitive R„, déjà indiquée 
par le dividende «<**^ de la première suite [M], cette racine R„ élevée à la puis- 
sance m — f, donnerait le reste 6, ainsi ce dernier nombre appartiendrait à la 
seconde des séries [M]. 

Conclusion applicable à ce premier* cas, c'est-à-dire lorsque Ton a 
P = 4<7-|-1. Un nombre premier P et de la forme 4y-f-1 étant donné, cou- 
naissant une racine primitive a de ce nombre, le nombre h étant premier 
à P — 1 , si l'on forme les deux suites [M] , tous les restes , différents 
depuis Ri jusqu'à a, sont des racines primitives de P, le nombre de ces restes 
est un diviseur de N, nombre des racines primitives de P; si ce diviseur est 
maximum , c'est-à-dire est N , la recherche des racines primitives de P est ter- 
minée ; dans le cas contraire , on choisit une racine primitive étrangère aux 
racines primitives déjà connues , et ce choix peut avoir lieu à l'aide du n"* 1 i 7 ; 
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celle seconde racine donne une seconde partie, égale à la première, des racines 
primitives du nombre proposé ,^ainsi de suite. 

2* Cas. P=^Uq — i. 

125. Théorème. Si le nombre a est racine primitive de P=Uq — 1, si le 
nombre R, désigne le reste de a*, le nombre P — R, est une racine primitive 
de P; reprenons les deux suites, n® 121, 2' cas, applicable à Tétude actuelle 
en donnant à ces suites les formes 

[CJ (a7 a' (a»y a» (a»)'. . . .a^-* («»)« fl^+^ . . . («*)•»-'. . . . i^^. . . . (a')*«-«, etc. 
[DJ 1 RjR, R3R4... P— 1 P— R, P— R,...1 P — 1....1., etc. , 

on doit démontrer que dans la suite 

[E] (P— R7 (P— R,y (P— R,)V...(P— R,)'«-*....(P— R,)*«-S etc., 

le dividende (P — R,)*^~* est le premier terme qui, divisé par P, donne le reste 1 , 
or, remarquons que les restes de la série [E] sont, exactement et dans le même 
ordre , ceux de la série 

sont aussi ou les restes ou les compléments à P des restes des dividendes de la 
série [CJ, lemme n^ 120; si donc on compare les restes donnés par les séries 
[C,] et [E], on reconnaît que dans cette dernière et entre (P — R3)*et(P — R,)^~\ 
aucun dividende ne peut donner le reste 1 , le fait affirmatif donnerait dans la 
série [CJ entre {cûj et (cf)^~\ soit le reste 1 , soit le reste P — 1 ; donc enfin si a 
est racine primitive de P, le nombre Reste P — a' a la même propriété. 

Corollaire. Le nombre a est racine primitive deP==4y — 1, on désigne 
par é, c, rf, ey fj etc., les autres racines primitives de P, on a alors la suite 
d'égalités 

b = P — Reste a", c=P — Reste de i^=P— Rester*, 

■ 

rf=P— Reste c'=P~ Reste i*=P— Reste «*, 
e=P— Reste cP=P— Reste c* = P — Reste lf=P— Reste û**, etc. 

on peut d'ailleurs à cette suite d'opérations substituer €â=b, lf=ùy c* ==:</, 
€p=ey etc., retrancher chacun des restes du nombre invariable P, les nou- 
veaux restes seront les racines primitives de P, la rapidité de la recherche 
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totale des racines dépendra de la réapparition plus ou moins prompte de la 
racine a^ or, nous retrouvons ici les principes établis dans le corollaire précé* 
dent , la première racine reproduite est a^ la réapparition de cette racine a 
lieu après une suite d'opérations dont le nombre est un diviseur exact du nom- 
bre N de racines primitives que présente P ; si, après avoir obtenu les racines 
primitives déduites de a^ on adopte une racine b étrangère aux racines déjà 
connues , la racine b donnera un nombre égal au premier de racines nouvelles. 
Recherchons les circonstances que présente la reproduction de la racine-type a, 
reprenons les suites. 

[Cl] Dividendes a° a^ a' cf a^...,a^ a* ..*.a'~*....a * a*^"'), etc. 



[Dj] Restes 1 a R, R,....R^...P — 1 P — a...A .... P — 1....1,etc. 

[R] Dividendes a<' > «(«*) a^ a(«^ . . . . a(^ , etc. 

[S] Dividendes P—a<^ P— «(«') P— a(«*) P— «<'>.. ..P—a<**), etc., 

les restes donnés par les dividendes [S] étant des racines primitives de P, l'éga- 
lité Reste P — («*)"* = a amène l'égalité Reste de (a?)~ = (P — a), or, le divi- 
dende (a*)"* est placé dans la suite [C], et ce terme donne le reste P — a, ainsi 

l'exposant complet de ce dividende a la forme (2K-|-1) f ~ j -f"^ j ^^ ^ donc 

l'égalité 2*" — 1 =(2K-[-i) ( T J ; la réapparition de la racine-type a a lieu 

dans la suite d'opérations [S] après un nombre m d'opérations , m étant le plus 

P — 4 
faible nombre entier qui vérifie l'égalité 2"* — 1 = multiple impair de — 5 — , on 

remarquera que le nombre 2 a , dans le cas actuel , le rôle que remplissait le 
nombre h dans le cas précédent. 

P — i 
Exemple. Pz=79 « = 3, on a 2" — 1 = multiple impair de ^ , la réap- 
parition de la racine-type 3 a lieu après 1 2 opérations , et puisque le nombre 79 
a 24 racines primitives, on doit employer deux racines-types. 

.Exemple. P==191 a=J89, on a 2" — 1 = multiple impair de — ^, la 

réapparition de 189 a lieu après 36 opérations, le nombre 191 a 72 racines 
primitives; on emploiera deux racines-types. 

La reproduction de la racine a précédera celle de toute autre racine : repre- 
nons la série [S] dans laquelle m est le nombre d'opérations nécessaires pour 
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amener l'état précité , il est certain qu'il y a alors inégalité entre tous les restes 
qui précèdent celui de P — a^^; soit en effet Tégalité Reste de P — a^^^izr Reste 
de P — <û^, ou, ce qui est permis, soit Fégalité Reste a^^= Reste a^, les 
nombres t ei i^ étant inférieurs à m ; les dividendes a^^ a^ appartenant à la 
série générale [CJ, les exposants 2' et 2" différent alors d'un multiple de P — 1 , 
on a donc 

2'(2«'-'_<)=(P_1)K ou 2'-*C2"-'— 1) = (^^)k, 

le nombre P a la forme hq — \ , donc on a — 3— =2q — 1 , ainsi le nombre — 5— 

est impair; par suite la dernière égalité 2*^' — 1 = ~ (âîzî) démontre que 

• /p \ \ 

le nombreK est un multiple de 2*"*, ou finalement que l'on a 2*^ — 1=( — 5— j H, 

le nombre H étant impair; or, cette conclusion prouve que la réapparition de 
la racine première a a lieu après un nombre v — t d'opérations ; ainsi cette 
reproduction a précédé celle des restes égaux indiqués. L'examen des suites 
[R] et [S] montre que si l'on adopte comme une racine-type un des restes 
P — R| applicable au dividende P — a^\ et si l'on fait, sur ce reste, les opé- 
rations faites sur la racine a, la reproduction de la racine P — a^ aura lieu 
après m opérations ; si l'on choisit une racine b étrangère aux racines déduites 
de a, et si on soumet b aux opérations indiquées , les racines données par cette 
seconde suite d'opérations seront nouvelles, et leur nombre sera celui des 
racines déjà connues. 

Observation générale sur les deux cas précédents. L'exposant m obéit, dans 
les deux cas précédents , à des conditions qui facilitent sa recherche ; en effet , 

chacun des nombres h^ — 1 , 2" — 1 est multiple de ^ , le nombre m est divi- 
seur de N = ^ ~ ^^" ^^' ^^^"" ^•••- nombre des racines primitives de P; 

a.p.Y... 

on devra donc^ parmi les diviseurs de N chercher celui qui vérifie la condition 

i^cûs h'' — 1 = multiple de ^^ ; 2* coj , 2"* — 1 = multiple impair de -^ ; 

deux exemples numériques, employant des nombres premiers élevés, mon- 
treront la route que l'on doit suivre pour éviter des essais superflus. 

1*' Exemple. P=4721 , A=3, on a ^^=2360, N=i856, l'exposant m 

p , j 
qui vérifie l'égalité 3" — 1 := multiple de — 3— doit être un diviseur de 

33 
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i856=2*.29; or, les dividendes 3», 3S S\ 3^ 3», 3", 3", 3"* divisés par 
î^^ donnent par ordre les restes 9, 81, 1841, 321, 2243, 1561, 1889, 1. 

Ainsi la reproduction de la racine-type aura lieu après 116 opérations, le 
nombre P a 1856 racines primitives, on doit employer 16 racines- types. 

2* Exemple. P=47— 1=5839, A = 2; on a^^=2919, N = 1656, 

Fexposant m qui vérifie Tégalité 2"* — 1 = multiple impair de T^ est diviseur 

de 1 656 , on a par suite 2*" — 1 = multiple impair de ~ ; donc la réappa- 
rition a lieu après 138 opérations et l'on doit employer 12 racines-types. 



CHAPITRE III. 
RECHERCHE D'UNE RAQNE PRIMITIVE D'UN NOMRRE. 

126. Cette recherche qui présente de sérieuses difficultés, n'a jamais été 
réellement faite , le tâtonnement est encore le seul moyen connu , et un tâton- 
nement sans aucune règle, sans issue certaine n'est pas une théorie, n'est 
qu'une simple indication qui laisse toute cette recherche dans le domaine des 
conceptions intellectuelles : l'ensemble des principes que nous exposons plus 
loin, a-t-il simplement pour but de régulariser ce tâtonnement, nous croyons 
qu'il fait mieux, et d'abord constatons que plusieurs de ces principes amènent 
la suppression complète de ce tâtonnement pour le tiei*s environ des nombres 
premiers qui composent l'échelle numérique, suppression qui est remplacée par 
un calcul régulier , menant directement et avec certitude à la connaissance 
d'un nombre particulier qui est une racine primitive du nombre proposé : la 
partie de l'échelle numérique qui ne peut être classée dans le tiers indiqué, doit 
encore^ comme anciennement , être soumise au tâtonnement , mais cette opé- 
ration régularisée est tellement rapide qu'il nous a été possible d'établir une 
table contenant une racine primitive pour chaque nombre premier compris 
entre 1 et 10000; nous admettons la possibilité théorique de faire cette table 
avec le procédé connu; mais elle n'a jamais été faite, parce que le calculateur 
le plus intrépide, celui que n'aurait pas effrayé la formation, par les moyens 
arithmétiques, d'une table de logarithmes, celui-là même reculerait devant 
rénormité de la tâche qu'il se serait imposée; nous trouvons, comme nous 
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Tavons dit ^ la preuve de cette assertion dans le fait suivant , la table des racines 
primitives calculée jusqu'au nombre 37 par Euler, a été, depuis lui, étendue 
jusqu'au nombre 61 ; la non-existence de cette table n'est-elle pas un des 
obstacles qui anéantit tout espoir de perfectionnement notable, qui ne permet 
pas de donner à cette partie la certitude que notre âge apporte dans les autres 
branches mathématiques ; ajoutons encore une simple remarque , la table que 
nous présentons n'est pas très-étendue, mais elle peut recevoir une grande 
extension , car on reconnaîtra que les calculs augmentent plus lentement que 
les nombres eux-mêmes , et d'ailleurs telle qu'elle est , cette table , en nous 
faisant connaître un certain nombre de racines primitives, nous a permis 
d'établir quelques relations , soit entre ces racines, soit entre les nombres pre- 
miers et ces mêmes racines , la valeur de ces relations est faible , mais on peut 
espérer que des esprits plus sagaces, n'étant plus arrêtés par une recherche 
assez ingrate, saisiront ce qu'il ne nous a pas été donné d'apercevoir, trouve- 
ront quelques-uns des liens qui unissent ces divers nombres , trouveront enfin 
ce qui nous échappe aujourd'hui. 

127. Lebime. Le nombre P est premier absolu , le nombre a est quelconque , 
mais est inférieur à P ; si on divise par P tous les termes de la série 

câ où a' a' .... a' .... a'~* 
on a l'une des deux égalités 

Reste a * = P — 1 , Reste a ' = 1 , 

on sait en effet, n* 109, que la première reproduction du reste \ a lieu après 
une suite d'opérations dont le nombre est un diviseur de P — 1 ; ce nombre est 

donc ou 2 ou un diviseur d de ouV — 1 ; or, 

1 "* Reste a" = 1 donne Reste a=P — 1 ; 

et par suite donne, soit Reste a' = 1 si le nombre ^ ■ est pair, soit 
Reste « ' =P — \ si le nombre —g — est impair; 



Reste £i^= 1 donne Reste a ■ = 1 ; 



v—\ 



Reste a**""* = 1 donne Reste a * = P — 1 • 
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La recherche qui fait Tobjet actuel de ce chapitre , présente deux cas : 

1* P=6y+1, 2"P=6y— 1. 

■» 

V' Cas. P==6y+i. 

128. Lebume. Le nombre P premier absolu a la forme 69-f- ' ' ^^ nombre a 
est quelconque , mais est inférieur à P, on a divisé par ce dernier nombre les 
termes af.a^ appartenant à la suite cf cf...cfl .cf^ ...cf^ ... (fj etc., on a 
reconnu que le nombre Reste a^ est supérieur d'une unité au nombre Reste cfly 
on est alors assuré de l'exactitude de Tégalité Reste o^ = P — 1 : constatons 
d'abord que le nombre Reste cfl ne peut être ni 1 ni P — 1 ; remarquons aussi 
que les hypothèses établies donnent les trois égalités 

[C] a« = 31t:P +R, e^=3rL:P +R— 1 , R*=31t:P +R— 1; 

de là j on déduit Tégalité Reste o^ = R(R — 1 ) ; ou , après avoir substitué à R' 
la valeur indiquée , on a Reste a^= P — 1 ; 

Observations. Tout nombre premier a des racines primitives n^ 114, et 
lorsque le nombre a est une de ces racines, lorsque Ton divise par P la suite 
et à^ (f d ^ etc., le nombre P — la place parmi les restes, et cette place cor- 
respond évidemment au dividende o^; or, 1^ on a démontré, n® 51 , que 
réquation a:"-["X"i"^ = P'.7^ï ^"7 ^° changeant -f-^* ®n — x, que l'équation 
j:*— :r-|-1 = P ./ intimement liée à l'équation V -(-3= P./ est toujours réso- 
luble en nombres entiers lorsque le nombre P a la forme 6^-|-1 ; 2^ on a démon- 
tré, vP 40, que si le nombre P est premier absolu, Téquation £^-f-3=P.^ ne 
présente pour u que deux nombres entiers Aet P — h inférieurs à P; ainsi, 
dans les conditions générales établies, l'équation of — ^-f-l =P./ qui est 
réellement l'équation :rV=dTL : P-|- x — 1 peut toujours être résolue en nombres 
entiers , la vérification des égalités [C] du lemme actuel est donc certaine ; de 
cette vérification , en désignant par a^ une racine convenable de P, on déduit 
une autre certitude , celle des trois égalités 

(fl,)«=31t:P+ P_(R_1), (a,)^=3îL:P+ P—R, 

[P_(R_1)]«=:3frt:P+ (P—R); 

ainsi dans l'état actuel des faits 1 •* il existe deux nombres entiers R et P^R — \ ) 
inférieurs à P et caractérisés par la propriété suivante, le carré de l'un ou de 
l'autre de ces nombres, étant divisé par P, donne un reste qui est inférieur 
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d*uDe unité à la racine carrée elle-même, c'est-à-dire au nombre primitif 
employé ; 2'' le nombre a étant une racine primitive de P ; si on divise par P 
les termes de la série o^ àf^ câ €i'...a^...a*'...<3^...â^,onsaitqueles restescom- 
prennent tous les nombres entiers inférieurs à P, et par suite on sait que Tun 
des nombres R, P — (R— «1) prend nécessairement place comme Reste à^; 
toute autre position , Reste cf par exemple, amène Reste cf^=P — 1, c'est-à-dire 
est inadmissible. Concluons : si le nombre P premier absolu a la forme 6^-|-1 , 
si le nombre a n* est pas une racine primitive de P, si Ton divise par P les 
termes de la suite cf cû cf cf^ etc., les nombres R et P— (R — 1) peuvent, ou 
ne pas occuper ou occuper une place quelconque, dans la série des restes, parce 
qu'alors Reste cf^ peut être étranger à P — - 1 , mais lorsque le nombre a est une 
racine primitive de P, l'un des nombres R et P — (R — 1) est Reste €fi\ l'appari- 
tion de l'un d'eux, de R par exemple, comme Reste a*, précède immédiate- 
ment celle du nombre R — 1 , comme Reste a*' , et ce dernier reste est à l'in- 
stant suivi du nombre P — 1 comme Reste o^; or, nous verrons que dans cette 
position des trois restes cités , le nombre a , sauf quelques exceptions faciles à 
reconnaître, est une racine primitive de P. 

Nous avons jusqu'ici considéré les quatre nombres R, R — 1 , P — (R — 1 ), P— R, 
en les groupant comme suit R et R — 1 , P — (R — 1) et P — R; à côté de ces 
deux arrangements dont nous avons constaté l'importance, se placent deux 
autres groupes R et P — (R — 1), R — 1 et P — R qui sont également remar- 
quables : 1 ® la somme des nombres est P -j- 1 pour le premier groupe et P — 1 
pour le second; 2^ le produit des nombres de chaque groupe est 1 ; ^ l'un 
d'eux se présente souvent dans les essais qui nous occupent. 

129. Lehme. Le nombre P premier absolu a la forme 6^-f-1 , le nombre a 
est quelconque mais est inférieur à P ; on a divisé par le nombre P les deux 
termes cfi ^ (fi ^ on à reconnu que les restes R, R^ donnés par ces diviseurs 

vérifient l'une des relations R,-["Rig = P — ^ > ^«"h^^'^H"^ > ^^ ^^ alors 
certain que l'on a l'égalité R'^=:1 ; ce lemme est une conséquence des deux 
lemmes précédents ; on peut démontrer, en employant l'équation u*-[- 3 = P./, 
que les deux nombres qui forment l'un des derniei*s groupes sont les seuls 
dont le produit , divisé par P donne le reste 1 , par conséquent variables avec 
le nombre P, ces nombres sont invariables avec lui quel que soit le nombre a 
soumis à l'essai; deux exemples numériques faciliteront l'intelligence- des posi- 
tions occupées par ces divers groupes. 
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3, nombre soumis à l'essai ) ^ _ ^^^ 

V. Restes 8506 

, . ,, . (Dividendes 5**^* 

y 5, nombre soumis à 1 essai ^^^^^^ ^^^ 

130. Théorème. Le nombre P premier absolu a la forme 6^-|-1, le 
nombre a est inférieur à P, si après avoir obtenu les restes des dividendes 
<2^ ij^j on a reconnu que le premier reste est supérieur d'une unité au second, 
le nombre a est , en général , une racine primitive de P : les hypothèses 
donnent les égalités Reste a^ = R, Reste a^ = R — 1, Reste a^=P — 1; 
admettons l'exactitude de l'égalité P — 1 =6.y=2.3.a*.p'; le nombre m des 
termes de la période est une combinaison plus ou moins complexe des facteurs 
premiers qui constituent P — 1 , n" 109; laissons de côté les cas /7i=2, /w=3, 
facilement reconnaissables et qui d^illeurs ne peuvent donner le reste 1, 
lorsque, le nombre P étant élevé, le nombre a est faible ; nous remarquerons que 
le nombre m ne peut être 1® un facteur simple de P — 1 étranger à 2 et à 3 et 
plus ou moins répété comme puissance , cette condition amène en effet l'égalité 
inadmissible Reste a^=1 ; 2® une combinaison du facteur simple 2 avec un ou 
plusieurs facteurs simples de P — 1 , ces derniers facteurs étant plus ou moins 
élevés comme puissances , cette condition amène l'égalité inadmissible 
Reste cfi = \; 3^ une combinaison du facteur simple 3 avee les facteurs que 
nous combinions à l'instant avec 2 , cette condition amène l'égalité inadmissible 
Reste â^=1 ; nous remarquerons enfin que le nombre m peut être S?\e fac- 
teur 6 mêlé avec une partie plus ou moins complexe des facteurs de q et 

cet état amène l'une des égalités Reste a " = 1 , Reste a ^ = i ; 2** l'en- 
semble des facteurs de P — 1 , et alors le nombre a est une racine primitive 
de P ; de là les observations suivantes : 

1" Observation. La connaissance du reste R ou du reste P — (R — 1) corres- 
pondant au dividende c^ est , en général , seule nécessaire , ou du moins , il 
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suffit, en général y de constater l'exactitude de l'égalité 

[T] Reste (^) = Reste (a*«) + 1 ; 

cette connaissance exige quelques précautions qui abrègent les calculs : 1 Me 
choix du nombre a est réellement arbitraire , mais doit être limité par quelques 
règles*; Tordre;, que Ton doit suivre dans l'échelle ascensionnelle des expo- 
sants est également arbitraire; néanmoins il est manifeste que le nombre 2 
marquera la loi des exposants et que chaque Reste obtenu devra être élevé au carré 

pour constituer le dividende suivant; le Reste S s'il est supérieur à ^ devra être 
remplacé par P— S. 

2* Observatio]^. Si le nombre a soumis à l'essai vérifie l'égalité [T] , on doit 

alors f mais seulement alors , constater la nature des nombres Reste a • , 

Reste a ^ , et cette recherche sera plus rapide en employant certains restes 
connus; soit en effet le nombre G = Reste o^, le terme af étant, parmi les 
dividendes employés dans le premier essai, celui dont l'exposant est le plus 

rapproché , soit par texcès , soit par défaut de a * , par exemple ; on calculera 

alors directement soit le nombre H qui est Reste de a * , soit le nombre L qui 

*-— — 

est Reste àea * ; dans le premier cas le reste de a " sera H .G , dans le second cas , 



F-l 



il est clair que de l'hypothèse Reste de a" =1 on déduit L=G et i^ice versa. 
Exemple. P = 421, « = 2, P— 1 = 2*.3.5.7, a=5, p = 7, ^^^=84, 

~ = 60 ; le premier essai est composé de l'examen des restes des dividendes 

y 2'* 2" 2* 2" T 2**^; ces Restes sont par ordre 128 386 351 269 370 401 
400 ; le nombre 2 obéit aux conditions [T] ; on doit donc examiner la nature 
des restes de 2^ , 2"'> ces restes ne sont pas 1 , donc le nombre 2 est une racine 
primitive de P. 

Exemple. P = 2857 *% a = 5, P — 1 =2'.3 .7.17, a=7, P = 17, 



"^ Les considérations exposées à la fin de cette partie , n° 140» apportent à cet arbitraire , des 
restrictioDs indispensables dans les opérations pratiques. 

"^"^ Le nombre P a simultanément les formes S^-f ^' 1^+^9 P^ ^^^ ^^ nombres 2 et 3 ne 
peuvent être des racines primitives , n^ 140. 
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?Ill=A08, 5^=168; l'essai a lieu sur les dividendes 5' 5** 5» 5" 5"» 5"* 

a P 

5» 5478 5«. igg r^g^gg g^^nt par ordre 986 816 175 875 2806 2602 2171 
2284 2507 2506; le nombre 5 obéit aux conditions [T]; on doit donc cher- 
cher la nature des restes de 5'", 5^; le premier est donné en préparant le 
reste de 5*^ et en multipliant ce reste par 2171 , qui est le reste de 5^^, le 
second, c'est-à-dire le Reste de 5** sera Tunité si Ton a Reste 5*= 2507, celte 
dernière égalité est exacte , donc le nombre 5 n*est pas une racine primitive du 
nombre 2857 *. 

3" Observation. Si le nombre a soumis à Tessai, ne vérifie pas les condi- 
tions [T]; on peut, en général, modifier ce nombre de manière que le 
nombre transformé vérifie ces mêmes conditions; ces modifications reposent 
sur des principes que nous exposons dans le théorème et dans le corollaire 
suivants : 

131. Théorème. Le nombre P premier absolu a la forme 6^-|-1, le 
nombre q est impair, le nombre a est inférieur à P et a été soumis à Tessai ; si 
les restes R, R^ des dividendes cfl d^ obéissent à la condition R,-|-R,,=P — 1 , 
le nombre P — a est alors, en général , une racine primitive de P : les hypo- 
thèses donnent Tun des deux états suivants : 

r Dividendes a«, û?»; Restes R— 1 , P— R; 

2^ Dividendes a«, d^\ Restes P— R, R— 1 ; 

on a donc, n^ 129, Reste â^ = 1 ; or, si Ton soumet à Fessai le nombre P — a, 
on a, n® 123 , le nombre q étant impair, Tun des deux états suivants : 

r Dividendes (P_a)« (P— a)*«, Restes P— (R— 1), P— R; 
2* Dividendes (P_a)« (P— a)*», Restes R, R— 1; 

dans les deux états , on a Reste (P — cCp = P — 1 ; donc le nombre P — a sera, 
en général, vt 129, une racine primitive de P, on reconnaîtra les exceptions 

"^ Le nombre P a la forme S^-f"^ ^ ^^^ nombres ont, en général, la racine primitive 5; 
celiM qui est cité dans l'exemple actuel constitue une des rares exceptions que présente cette 
règle , voir le n® 140* 



5 
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en constatant la nature des restes (P — a) • , (P — a) ^ , ou plus simplement 

9—t P— I 

des restes a* ^ a^ 



Corollaire. Le nombre P premier absolu a la forme 6^-(-1 , les nombres 
divers a^ a^ a^^ soumis aux essais ont donné les résultats suivants : 

Dividendes (rrj^ {^ ^ Dividendes (aj)' {a^^ Dividendes (a,)« («,)•'. 
Restes m^ n^j Restes m^ n^^ Restes m^ n^ 

les restes indiqués^ ainsi que les restes Mo N,, M^ N,, M, N,, etc., relatifs aux 
nombres P — a^, P — a^, P — a,, etc., n'obéissent pas aux conditions n*^ 150 
et 131 , on formera alors les produits 2 3 2, 3 à 3 : l^des restes m^ m^ m, 
d'une part; de l'autre des restes n^ n^ fi^j etc.; 2^ des restes Mq M, M,, etc., 
d'une part; des restes Nq N, N, de l'autre; si Ton a par exemple 

Reste de {m^ /w,) ::= Reste de {n^ ^i)-f" ^ ? 

le produit a^.a^ est , en général , une racine primitive de P , les exceptions 
seront constatées par les règles indiquées précédemment ; l'exemple qui suit, 
fait sur un nombre élevé, facilitera l'explication. 

Exemple. 25423*, a = 7, P— -1 = 2.3 . 19.223, a=i9, p = 223, 
~ = 1 338 • "7 =114; la série des dividendes est 

a ip 

«y* -^8 -jrie y» "^64 'ym 'Vi» «jr»* Y"* T"® 7M* 7*«» 7*1** 7**" T**"' Y**"'* ^ifrii y»» 

les restes sont par ordre 

2401, 19203, 20017, 13809, 15921, 18326, 18936, 6104, 14121, 22578, 

9511, 15731, 22302, 3632, 1, 1, 1, 1, 

le nombre 7 n'obéit pas aux conditions établies n'^ 129, les transformations 
indiquées n® 130, ne donnent aucun résultat utile ; si on renouvelle l'essai , 
en substituant à 7 , soit le nombre 11 , soit le nombre 13, ces nombres, soit 

m 

* Le nombre P a simultanément les formes 89 — 1 , d^-j-i , 20^-}" 3, par suite les nombres 
-f- 2 9 — 3 9 — 5 ne peuvent être racines primitiYes de ce nombre, n* 140- 

34 
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isoles, soit combiDës entre eux, soit combines avec 7, ne donnent aucun 
résultat utile; essayons le nombre 17 , on a 

Dividendes 17* 17' 17" 17* 17* 17« iT^ 17«* 17« 17~ 17"" 17'* 17"" 

j^jmi Hjmt njfvn njwti ijjwa 

les restes sont par ordre 

7252, 16740, 15294, 14836, 19985, 4895, 8032, 14873, 606, 10302, 

15602, 11004, 23690, 3375, 6529, 18893, 1,1, 

le nombre 17 ëtant, soit isolé, soit multiplié par le nombre 7, le nombre 
P — 17 étant isolé; ces divers états ne peuvent donner une racine primitive 
de P , mais si on multiplie le nombre -—7 par le nombre 1 7, et si on note les 
quatre derniers termes des dividendes et des restes , seuls termes qu'il nous 
importe de connaître et que Ton peut obtenir immédiatement par l'emploi 
des quatre termes correspondants dans les deux suites d'essais, on a 

Dividendes ~1 1 9**' — .1 1 9^* —1 1 9**"* —1 1 9*", 
Restes 18894 18893 25422 1; 

si enfin , on constate l'état supérieur à 1 des restes — 11 9"* — 11 9"" , on con- 
clut que le nombre — 119, c'est-à-dire P — 119=25304, est une racine pri- 
n^tive de P = 25423 : cet exemple présente pour nous le maximum des diffi- 
cultés qu'opposent ces essais; il est d'ailleurs purement théorique; en effet, 
1 ® on reconnaît facilement que le nombre — 17, ou plus exactement le 
nombre 25406 , est une racine primitive de 25423 ; 2^ le nombre 25423 a la 
forme 40^ -f~^^' P^^ conséquent le nombre 10 devrait intervenir dans le 
premier essai, n^ 140, et on reconnaîtrait alors que ce même nombre 10 
est une racine primitive du nombre proposé , etc. 

RECHERCHE D*UIŒ RACINE PRIBnTTYE D'UN NOMBRE P QUI A L'UNE DES FORMES 69 + 1 , 4 2^ + 4 , 

LE NOMBRE q ÉTANT PREMIER ABSOLU * 

132. Les nombres P=6^-f-1 , le nombre q premier, que l'échelle numé- 
rique présente en proportion notable, ont des propriétés qui permettent 



* Dans cette recherche et dans la recherche analogae, n" 1S7 , nous excluons Thypothèse 9=2. 
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d'obtenir y sans aucun tâtonnement, une de leurs racines primitives : remar- 
quons que la racine primitive cherchée peut être considérée j n^ 1 1 3 , comme 
étant le produit de deux nombres s et s^ en désignant par ees dernières 
lettres deux racines primitives générales applicables par ordre aux équa- 
tions afl — 1=JÏL:P, a* — 1 =3Tt/:P, l'expression 3ÎC:P indiquant un mul- 
tiple quelconque du nombre premier P. 

Calcul du nombre s. Soit a un nombre entier quelconque premier et infé- 
rieur à P; formons la progression a^ (ù et câ .... cfi .... d^ .... cf^ .... a"*"^, et 
divisons par P chaque terme de cette suite ; le nombre q étant premier, les 
nombres é (ù à a*....a^""* ne peuvent présenter le reste 1 , n® i09, la connais- 
sance des restes des termes af cf^ cf^ est donc seule utile * , et les opérations 
pratiques auront lieu en employant des termes c/" , <J' dont les exposants sont 
complètement arbitraires: I^Tégalité Reste â^ = 1 donne évidemment s= a; 
T régalité Reste a^=P — 1 donne, le nombre^ étant impair, Reste (P — a)'=1 
et par suite, s=P — a; 3" l'égalité Reste cû^z=\ donne, nM 16, Reste a'=P — 1 , 
et par suite reproduit l'égalité s = P — a; 4** l'égalité Reste a^=P — 1 donne 
Reste â^=1, et par conséquent est, n^ 109, inadmissible; 5^ l'égalité 
Reste a^=r1 , le nombre q étant premier et en admettant l'inexactitude des 
égalités précédentes, indique P — a racine primitive deP, en tenant compte 
d'ailleurs de la note indiquée^ relative aux restes (P — «)* (P — «)', etc.; 
6** l'égalité Reste cf^=V — 1, en admettant l'inexactitude des égalités précé- 
dentes, donne au nombre a l'état de racine primitive de P; concluons que 
dans tous les cas , l'essai fait connaître soit la racine primitive cherchée , soit 
une racine primitive générale, de l'équation ^ — 1 =M:P. 

Calcul du nombre ^^. L'équation a? — 1=3TC:P, peut prendre la forme 
(jr'-j-l )(ji' — 1)= JTC : P ; or, on peut 1*^ démontrer que dans les conditions éta- 
blies, l'équation j?'\-\=l3ïL:V est toujours résoluble en nombres entiers; 
2® obtenir directement une solution entière de cette dernière équation; 
3** démontrer que cette solution est le nombre s^, c'est-à-dire est une racine 
primitive générale de l'équation a? — 1=dIL:P; rappelons le principe posé 



"^ Dans ce raisonDement et dans ceux qui suivent, second paragraphe du n** actuel, dans les 
n»* 156 et 157; nous laissons de côté l'examen des restesû* û* â* a* (P — a)* (P—àf (P — af(P — àf. 
Cet examen ne présente aucune difficulté; remarquons d'ailleurs que le nombre a étant arbitraire, 
on peut adopter l'égalité a =^2, et alors les restes cités sont immédiatement connus. 
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n"" 130, si un nombre b est une racine primitive du nombre P^=6^-|-^ 9 ^^ 
a les trois égalités Reste *^ = R , Reste à« = R — 1 , Reste 4^ = P — 1 , de là , 
on déduit 

[A] R«=.7It:P+R— 1, 

[B] R(R— 1)=31t:P-fP— 1, 

[C] R*=,E>lt:P+R(R — 1), 

[D] R»+1=3TL:P, 

régalité finale prouve l'exactitude du fait énoncé et prouve Tégalité a: = R; 
or, le nombre entier R est une solution de Féquation 

[A] R' — R+1=31t;P; 

multiplions cette dernière équation par 4, posons Tégalité 2R — i=Uy le 
résultat est Féquation lâ-^S = Dît : P, on obtiendra donc le nombre entier R , 
c'est-à-dire une solution x, de Féquation a^-^-i =3ÏC:P ^ en recherchant la 
solution entière inférieure à P et impaire de u dans Féquation a'-|-3=P.^, 
équation toujours résoluble alors en nombres entiers, n^ 31 vers la fin, et par 
conséquent pouvant toujours donner la valeur u^ précitée ; de ce nombre ^ , 
calculé en suivant les règles indiquées , 1/* partie du traité actuel , on déduira 
R=x, et les égalités (xJ+1 ==31t : P , R«— 1 =31L : P -f- R —2, la seconde 
étant déduite de [A], prouvent que le nombre x^j solution entière de x dans 
Féquation af — 1 =3Vi : P n'est applicable à aucune des équations a? — i=DTL: P, 
j;* — i=z2fn:P de degré inférieur à celui de Féquation proposée; on a donc 
enfin l'égalité Sj=Xi = R et, par suite des deux paragraphes qui précèdent, 
on connaît une racine primitive s. s^ du nombre P. 

Exemple. P=9403. 1"" Calcul du nombre s, Fhypothèse a=2 donne les 
deux suites 

Dividendes 2** 2** 2« 2*» 2«* 2^ 2"« 2"^, 
Restes 2264 1061 6764 6101 5127 4744 4157 9402, 

on a donc Reste à'=:P — 1 ; de là s=P — a=9401 ; 2" calcul du nombre s,; 
si à l'équation u*-\-3=9U03.j-, on applique les principes exposés n" 47, on 
a l'égalité 9403.292=1657»+ 3*. 3 delà, tableau VII, n' 46, 3«+1=l657, 
« = 552, /i'+r= 304707, et par suite / = 88974444 , « = 914673; ainsi 
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^=6821 y R=Sj=3411 j et finalement le produit s.S| diminué du multiple 
maximum de P donne le nombre 2581 qui est une racine primitive du 
nombre 9403. 

Ce mode de recherche d'une racine primitive peut être rendu plus général > 
c'est-à-dire peut être rendu applicable à un nombre premier P, dont la forme 
est T.3.qj le nombre q étant premier absolu, mais son utilité pratique, qui, 
dans les conditions établies , ou même encore si n = 2 est incontestable , de- 
vient problématique par suite de la rareté des nombres , lorsqu'on lui donne 
l'extension indiquée; la question d'ailleurs se représentera ci-après, n° 135, 
pour les nombres dont la forme est 2".9-|~^' '^ nombre q premier, il nous 
suffira donc d'exposer, aussi brièvement que possible, le procédé suivi pour 
la recherche d'une racine primitive d'un nombre premier P, dont la forme 
est 2'.3.^-f- 1, le nombre q premier; on doit, comme il a été dit dans le cas 
précédent, rechercher deux racines primitives générales s, s^, applicables par 
ordre aux équations afl — 1 = 3ÎL : P, (a;*)' — 1 = 3TL : P. 

Calcul du nombre s. Si nous conservons les notations indiquées, on doit 
chercher les restes donnés par les termes cfi ci^ cf^ ci^ a^, en arrivant à ces 
termes par des exposants complètement arbitraires, il suffira de citer les di- 
verses circonstances qui peuvent se présenter, en remarquant que dans cette 
énumération tout reste 1 ou P — • 1 indiqué admet la non-vérification de tout 
reste 1 ou P — 1 pour les'termes antérieurement cités. 

1^ L'égalité Reste a^ = 1, donne manifestement s=a; 

2" L'égalité Reste a« = P— 1, donne s = P — «; 

3*» L'égalité Reste «*« = 1, donne, nM16, Reste ««=P — 1, et par suite 
s = P — a\ 

ii" L'égalité Reste é^ = P — 1, donne Reste (P — a*)'=1, et par suite 
s=P — «•; 

5" L'égalité Reste <2^ = 1, donne s=â?; 

6" L'égalité Reste a^ = P— i, donne Reste fP — a')^=1, et par suite 
s=P — fl»; 

T L'égalité Reste a*«=1, donne, n" 116, Reste «"« = P — 1, et par suite 
reproduit le 4* cas; 

8® L'égalité Reste a**=P — 1, donne Reste a^ = 1, est donc, tf 109, inad- 
missible ; 
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9* L'égalitë Reste 0^ = 1, donne Reste a^=P — 1, et par suite reprodui 
le 6* cas; 

1 0* L'égalité Reste a^=P — 1 , donne Reste a"^=< , et par suite le nombre a 
est alors une racine primitive de P. 

■ 

Concluons que, dans tous les cas, Fessai fait connaître soit la racine primi- 

■ 

tive cherchée, soit une racine primitive générale de Téquation jfl — 1=3TL:P. 

Calcul du nombre s^. l'équation {afj — i=3îL:P peut prendre la forme 
{x^J^\ ) {a? — 1 ){a?-\-\ ) = 31L : P ; or, dans le second paragraphe de la première 
partie du numéro actuel , on a démontré , dans les conditions établies, 1 ^ que 
réquation a?'\-\ =311/ : P est toujours résoluble en nombres entiers; 2* que 
Ton peut indirectement, c'est-à-dire par l'intermédiaire d'une équation 
M*-|-3=P.^, obtenir une valeur entière applicable à a; 3* que cette valeur 
entière x^ est représentée par R nombre entier inférieur à P, lequel vérifie les 
égalités 

[A] R'=3Tt:P+R— 1. 

[B] R(R— 1)=3îL:P-f.P— 1. 

[D] R»-f1=3lt:P; 

ces préliminaires établis, posons l'égalité 

[E] X*=P.Y+a:,*; 

dans les conditions précitées , cette dernière équation est toujoui*s résoluble en 
nombres entiers , en effet, 1 ^ le nombre P est premier absolu , et le nombre 2\ 3 
est un diviseur exact de P — 1 ; donc , n* 1 14, l'équation (af^f=3ïC : P a des ra- 
cines primitives générales, c'est-à-dire a des racines entières possédant la propriété 

* Les deux tableaux d'exemples numériques qui terminent cet ouvrage présentent le résumé 
des calculs relatifs à la recherche directe d'une racine primitive d'un nombre premier inférieur à 
iOOOO, et dont la forme est i^ ^-{-i pour le premier tableau; 2<> iS^-f* 1 pour le second; or, 
l'intelligence de ce dernier exige une remarque : la méthode de résolution de l'équation 
x*-\-r=^.y, méthode exposée dans la première partie de ce traité, admet l'état positif du 
nombre r; ainsi, dans cette dernière série d'exemples et à l'équation X*=:P.T-|-X], on a 
substitué l'équation X' + (P— x,)=P . r. 
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caractéristique de ne pouvoir être des solutions entières applicables à x dans 
toute équation binôme ^ — 1 =3TL: P de degré inférieur à celui de l'équation 
(^) — 1=31L:P; 2' le premier membre de Féquation a:^*' — 1=3TL:P peut 
prendre la forme {pf — 1 )(^-|-1 )(^+^ ), et le nombre P est premier, donc toute 
solution entière de x doit amener un, au moins j des fieicteurs jf — 1^ -^-"hl? 
^-f- 1 , à Tétat de multiple de P ; 3^ Fexistence des racines primitives générales 
deTéquation jc^*'— 1=3TL:P est certaine, ces racines particulières ne peuvent 
être les nombres entiers qui amènent à Tétat de multiple de P, soit le facteur 
^ — 1, soit le facteur •r'-j-^» c^* nombres n'ont pas en effet la propriété 
caractéristique indiquée; donc les racines primitives générales de Téquation 
0^'^ — 1 =31L:P sont des nombres entiers qui amènent le facteur jr'-|-1 à 
rétat de multiple de P; Téquation jc^-f-l =^)7l/: P est donc, dans les circon- 
stances actuelles, toujours résoluble en nombres entiers, et les solutions en- 
tières applicables à x dans cette équation, sont manifestement les valeurs 
entières X données par Téquation [E]; cette dernière est donc résoluble en 
nombres entiers , et la méthode exposée dans la première partie du traité ac- 
tuel, donne une solution X^ inférieure à P, enfin cette solution, par suite 
du raisonnement qui précède , est une racine primitive générale R^ de l'équa- 
tion x^'^ — 1=Jlt/ : P; on peut d'ailleurs donner une démonstration directe de 
ce dernier fait, démonstration qui présente deux parties : le nombre Xi=R| est 
solution entière de l'équation ^c'*' — 1 ==31L:P, le nombre Xj n'est solution 
d'aucune équation binôme xh — 1=JR/:P, de degré inférieur à celui de l'équa- 
tion .r**** — 1=31L:P, l** le nombre a:i=R inférieur à P, est solution entière 
de l'équation .a::*-|-1 =3TL : P, donc le nombre (X^)' est , égalité [E] , solution de 
la même équation , et par conséquent le nombre X^ est solution de l'équation 
x-^-j-l z=z3ïL : P, par suite est solution de l'équation ^'^ — i=3ït:P; 2" le 
nombre X^ étant solution de -i:*-|-l =3n : P, n'est pas solution de af — 1 =J1L: P, 
l'égalité [E] prouve que le nombre Xj n'est pas solution de ^ — 1=31L: P, de 
la même égalité [E] élevée au carré on déduit (X,)* = 3H/:P-|-(^i)*, qui prouve 
que le nombre X, ne peut être solution de l'équation x^ — 1 =3ÏL: P ; si la même 
égalité [EJ est multipliée par Xj, le résultat (X^y=zSITC:V'^\^X^x^ indique que 
le nombre X,, s'il était solution de a^ — i=3Tl/:P, vérifierait l'égalité 
X^Xj = 3TL : P -|- 1 , or cette dernière égalité est inadmissible , car on aurait 
alors les deux égalités 

X^x,=z!Jïl:P -1-1, xlx, — i) — SftL:P — i, 
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donc après addition r,(X,-|-x^ — 1) = M:P, et par suite de Tétat inférieur 
à P des nombres X^ et x^, on aurait 

X,-|-.^.^_i=p ou (XJ=M:P -f(a; — 1)S 
ou (X,)* = M:P ^x,(x,— i) — a;, + 1, ou (X,)* = M:P — x„ 

égalité finale que Fégalité [E] rend inadmissible ; concluons de ces faits l'exac- 
titude de régalité Xj = Rj = Sj; la connaissance des nombres s et s^ donne le 
produit s.Sj, lequel diminué s'il y a lieu du multiple maximum de P, donne 
un reste qui est une racine primitive de P. 

Exemple. P=8629. T Calcul du nombre s, l'hypothèse a=2 donne les 
deux suites : ^ 

Dividendes 2" 2** 2" 2*^ 2*~ 2"^ T^ 2*** 2"^, 

Restes par ordre 610 1053 2106 8559 4900 4122 4506 8628 1, 

de là on déduit s=P — a = 8625. 2° Calcul du nombre Sjj ce calcul est com- 
posé de deux parties, Résolution de Téquation w*-["3=8629^, Résolution de 
réquation X'=8629Y-|-j:i : 1" partie, les principes exposés n® 47, donnent 
8629.471 =2016*-4-r.3, par suite w = P— 2016=6613, et par conséquent 
:i:,=3307; 2^ partie, si à l'équation X*— 3307=8629Y ou X*-}-5322=P.^, 
on applique les principes exposés n"* 47, on a 8629. 1 03 = 91 7* -|- 3*. 5322; 
de là, tableau VII, nM6, 3/ï — 1 =917, /i = 306, /z* -f- r = 98958 , et 
finalement Xj=Ri=Si=3182, le produit s.^^ diminué du multiple maximum 
de 8629, donne le reste 4530, qui est une racine primitive de 8629. Nous 
devons faire , sur l'exemple actuel , une remarque analogue à celle qui a été faite 
sur Fexemple consigné à la fin du n^ 131, le nombre proposé 8629 présente 
la forme 17^-|-10, et le nombre 17 intervenant dans le premier essai, par 
suite des principes exposés plus loin n^ 140, on reconnaîtrait que ce même 
nombre 17 est une racine primitive de 8629. 

2* Cas du chapitre actuel. P = 6y — 1 . 

133. Thiéorème. Le nombre P premier absolu a la forme 6q — 1, le 
nombre a est quelconque , mais inférieur à P, on a décomposé le nombre P en 
ses facteurs premiers 2"" a^ ^S si après avoir divisé par P les termes 

€^" ei-*^ a*<**rt £^<«V) a**<-*rt .... ^^(«^rt a»""'(«*rt, 
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on a reconnu Tétat supérieur à 1 de tous ces restes , 1® on est certain que le 
reste du dividende dernier, c'est-à-dire de rf*""* est P — 1 ; 2* le nombre a est , 
en général , une racine primitive de P ; la première partie de ce théorème est 
une conséquence du lemme u^ 127, la. seconde partie n'a pas besoin d'expli- 
cation, et a une assez grande importance dans les opérations pratiques; elle 
permet, sans tenir compte des diviseurs de P — 1, d'employer invariablement 
le multiplicateur 2 dans l'échelle ascensionnelle des exposants du nombre a ; 
remarquons aussi qu'elle fait naitre deux questions, 1^ quelles sont les 
circonstances rares qui donnent lieu à l'exception indiquée? 2^ dans quelles 
circonstances, lorsque l'on a Reste â^~' = 1, peut-on transformer ce reste, et 
lui donner la seule valeur utile , c'est-à-dire la valeur P — 1 , et cela par le chan- 
gement convenable du nombre a\ l'examen de ces deux questions donne le 
théorème suivant : 

134. Théorème. Les notations adoptées dans le théorème précédent sub- 
sistent, la lettre K représente l'ensemble a^ ^', enfin les lettres R, S, T, U, etc., 
représentent des nombres étrangers à 1 et à P — 1 ; on a constaté l'exactitude 
des égalités 

[A] Reste a^=R, Reste a*=S, Reste a*=T, 



p— ! 



Reste rf^ = U . . . . Reste dT^-^ = V, Reste a * = P— 1 , 
on fera alors , mais seulement alors , un essai secondaire : on recherchera les 



H— F— I 



restes de <z* , de a^ ; si ces restes ne sont pas l'unité, le nombre a sera une 
racine primitive de P. Reprenons les deux séries générales applicables au 
nombre premier actuel. 

(Restas 1 ..R....S T U V P— 1; 

la réapparition du reste 1 exige que le nombre de divisions soit un diviseur 
de P — 1, n** 109, ce nombre doit être dans une des conditions suivantes : 
diviseur de 2™, diviseur de K , diviseur de 2"*. K ; si ce nombre était diviseur 
de 2"*, on aurait Reste de 2*"= 1 ; si ce nombre était diviseur de K, on aurait 
Reste a^ = 1 ; si ce nombre était diviseur de 2"'.K, par exemple, si l'on avait 
/}=2 'a p'S 1^ diviseur désigné étant /i, un ou plusieurs des nombres m^ h^ l^ étant 

35 
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inférieurs aux nombres correspondants m^ h^ /, on aurait l'une des égalités 

p-j p— 1 

Reste « • = 1 , Reste a^ = 1 , 

et les hypothèses établies rendent ces conclusions impossibles , le théorème 
est donc démontré ; les raisonnements qui précèdent laissent de côté certaines 
remarques qui rendent superflues quelques-unes des hypothèses primitives; 
ainsi, par exemple, les positions occupées par les nombres T et U, séries gé- 
nérales [B] indiquent suffisamment que si le nombre U est étranger à P — 1 , il 
est inutile d'ajouter que le nombre T ne sera pas P — 1 ou 1 . 

1'' CoROLLAiKE. Si Ics égalités [A] sont exactes, si le nombre K est premier 

p-i p>< 

absohi, les termes a* , a^ manquent, on n'a donc à faire aucun des essais 
secondaires , si le nombre a vérifie les égalités [B] , ce nombre a est racine 
primitive de P. 

2* Corollaire. Si les égalités [À], excepté la dernière, sont exactes, c'est- 
à-dire si Ton a Reste cT^ S=i.\ ou plus clairement Reste a''^=1 ; on peut, dans 
une circonstance qui se présente fréquemment , modifier la valeur de a, de 
manière que le nouveau nombre b vérifie l'égalité nécessaire Reste A^**^^P — 1 ; 
admettons en effet l'égalité m = 1, dans cette supposition et dans les condi- 
tions du raisonnement actuel, l'égalité Reste a""^**'^=i, c'est-à-dire l'égalité 
Reste d^=\ , donne l'égalité Reste (P — <if=^ — \ , on a donc fc=P — a, on devra 

d'ailleurs rechercher ensuite la nature des restes (P — a) • , (P — a) •* , ou plus 

simplement la nature des restes a', a^ . 

3* Corollaire. Si le nombre a obéit à toutes les égalités [A], mais si ce 
nombre est dans une des exceptions indiquées par les essais secondaires , si le 
nombre b obéit à toutes les égalités [A] excepté la dernière qui est remplacée 
par l'égalité Reste If^ •'^ = 1 , le produit ab est en général une racine primitive 

de P, les exceptions seront données par Tétat des restes («é)'"', {ab^ " , {oli) ' ,. 
et celte recherche est facilitée par l'emploi des restes déjà connus. 



P— I 

a 

= 308. 



Exemple. P=3389, a=3, P— 1 =2».7.ir, «=7, p=H, ^^=484, 
p — « 
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Essai , Dividendes 3» 3" 3" 3'* 3*« 3"« 3"^ 3*" 3*« 3**' 3»~ 3"", 

Restes 1493, 2476, 3264, 2069, 2818, 697, 2091, 471, 1413, 1344, 3388, 1. 

On a par essai secondaire Reste 3~=2894, Reste 3*^=883; le nombre 3 est 
donc une racine primitive de P : constatons que le nombre proposé 3389, pré- 
sentant la forme 40? +29? l'essai du nombre 10 indiqué par les principes du 
n* 140 aurait montré que le même nombre 10 est racine primitive de 3389. 

Exemple. P = 38861, a = 3, A=7, P — 1 =2V5.29.67, a=5, p=29, 
^=67, ^^ = 7772, î^ = 1340, ^^ = 580. 

1* Essai 

t 

Dividendes 3* 3" 3" 3* 3" 3* 3** 3*" 3" 3*"* 3"* 3'* 3™ 3*'» 3"^ 3"* , 

Restes 6561, 27594, 6679, 35474, 7774, 6221, 34146, 911, 2733, 13840, 

38592, 33500, 22042, 12219, 38860, 1. 

2* Essai. 7* 7" 7" 7* 7* T" 7** 7*" 7*" 7*"* 7*" 7"" 7*™ 7*"' 7"** T** 

Restes 13373, 37668, 18272, 11133, 15960 26606 26121, 25644, 24064, 

8894, 21101, 21724, 4192, 38860, 1, i; 

Fessai relatif au nombre 3 parait donnera ce nombre Tétat de racine primitive 
de 38861 , mais Tessai secondaire relatif au même nombre donne Reste 3^^= 1 : 
si on multiplie le nombre 3 ^ar le nombre 7, on aura, 

Dividendes 21'"' 2^^ 21"*^, Restes 26642, 38860, 1, 
on a d'ailleurs 

Restes 21*=26616, Reste 21^=20524, Reste 21^=30114, 
le nombre 21 est une racine primitive de P. 

135. Les nombres dont la forme est 2".Q-|-1, le nombre Q premier, ont 
des propriétés qui permettent de faire connaître, par un nombre très-limité 
d'essais et très-souvent sans aucune recherche , une de leurs racines pri- 
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mitives * ; remarquons que si Ton^ a , dans les conditions indiquées , Tégalité 
P=2*.Q4-^ 9 la recherche d'une racine primitive de P, est, n"* 1 15, celle d'une 
racine primitive générale de Téquation o;"*'^— 1 =3Tt: P; or, si Ton calcule, 
1** une racine primitive générale de Téquation x^ — 1 =31L:P; 2® une racine 
primitive générale de l'équalion af^ — 1==3îI/:P, le produit de ces deux 
racines sera une racine primitive générale de Téquation x^^^ — i=t'^:P, 
c'est-à-dire sera une racine primitive du nombre P; les trois théorèmes qui 
suivent montrent que ce calcul est, ou complètement nul ou , si le nombre est 
très-élevé, est très-rapide. 

136. Théorème. Si le nombre premier P a la forme 2'.Q-|-1, le nombre Q 
premier absolu , un calcul direct donne sans tâtonnement une racine primitive 
de ce nombre ; en effet, la connaissance de cette racine ou aura lieu par l'essai 
direct, ou sera composée : 1^ de la recherche d'une racine primitive générale 
de x^ — 1=3îl/:P; 2® de la recherche d'une racine primitive générale de 
l'équation a^ — 1 =3TL: P; or, 1* adoptons un nombre entier quelconque a 
inférieur et premier à P ; formons la suite a^ d a* .... a^ .... a*^ .... rt*^; la con- 
naissance des restes des termes S cf^ d^ est seule utile , on opère donc par 
des termes quelconques d cf^ etc. dont les exposants sont arbitraires ; l'égalité 
Reste (fi=:\ indique que a est une racine primitive générale de l'équation 
jfi—\ =3ïl : P, l'égalité Reste a^=i donne l'égalité Reste a^ =P— 1 , nM 1 5, 
par conséquent le nombre Q étant impair, on a Reste (P — a)^=1, n^ 120, et 
par suite le nombre P — a est une racine primitive générale de l'équation 
x^ — 1=:3TC:P; régalité Reste fl?^ = P — 1 indique que le nombre a est une 
racine primitive de P, car, dans ce cas, l'égalité Reste a^ = 1 est inadmissible ; 
2^ la racine primitive générale de l'équation a^ — 1 = STL : P sera connue par 
la résolution, en nombres entiers, de l'équation x*-\-i=3n:P^ n^ AT, la 
solution entière x=a sera le nombre cherché; en effet Téquation ^ — <=3TL:P, 



* La remarque suivante donne la cause qui, dans le texte , a séparé ces théorèmes de l'étude 
faite plus loin n** 140. Si on excepte le nombre premier 13 , on peut démontrer que les nombres 
dont la forme est 2*K2 -|~ ^ » ^^ nombre Q premier absolu , sont classés dans le cas actuel , c*est-à- 
dire sont représentés par la forme 6Q — i , ou ne sont pas premiers ; rappelons que le nombre Q 
premier a Tune des formes 6/j-f 5, 6/i + i : !• si Ton a P=2*(6A+5) + l , Tétot premier de P 
donne /i=2X + 1 , et par suite on a P=6Q — i ; 2* si l'on a P=2*(CA+^)+* » '*®^* premier de 
P donne /i= 2X et le résultat final est P =6Q— i . 
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peut prendre la forme {a? — 1)(^-|-1)=3TX/: P; donc le nombre a est une solu- 
tion entière de Téquation x* — 1 = JR/ : P, ne peut être une solution enrière de 
réquation binôme de degré inférieur x^ — 1=dîl/:P; donc ce nombre a est une 
racine primitive générale de Téquation a^ — 1=dTL: P; les deux calculs précé- 
dents donneront 1 • une racine primitive générale de Téquation jfi — 1 =311/ : P ; 
2** une racine primitive générale de Téquation ^ — \7=3ïLi P; par conséquent 
le produit diminué s'il y a lieu du multiple maximum de P sera une racine 
primitive du nombre premier proposé. 

137. THÉORiiME. Si le nombre premier P a la forme 2H2-f-1, le nombre Q 
premier y un calcul sans tâtonnement donne une racine primitive de P; 
forcions les deux équations a:*^— 1=3TL:P, j;'— l=s3H/:P; conservons les nota- 
tions adoptées dans le théorème précédent^ et par conséquent reprenons la série 
€â (ù (â .... a^ .... €?^ ....ût^ ....rf^, 1* cherchons d'abord une racine primitive 
générale de l'équation aJ^ — 1=dîL:Py et cela par deux résolutions successives 
d'équations incomplètes du second d^é à deux inconnues , la première est 

[A] a^+1=3Tt:P, 

soit R la solution entière inférieure à P et applicable à l'inconnue x , la formule 
générale X==P.N-|-R| n^ 39, donne des solutions entières de x^ posons 
l'équation 7} — R=:P.N^, le nombre entier Z diminué, s'il y a lieu du mul- 
tiple maximum de P sera une racine primitive générale de l'équation 
or — 1=3TL : P; en effet, le nombre Z" est une solution entière de l'inconnue x 
dans l'équation [A]; on a donc Z*-f-1=3îL:P, or, l'équation x^ — \=3ïL'.^ peut 
prendre la forme (j?*-j-1)(a?* — 1)z=3îl/: P : donc enfin le nombre entier Z est 
une solution entière de l'équation j/=d1L: P, il est d'ailleurs manifeste que ce 
nombre ne peut être une solution entière applicable à x dans les équations de 
degrés inférieurs x? — 1=3îl/:P, x* — 1=31L: P, ce nombre est donc une racine 
primitive générale de l'équation xf — 1==dTt/:P, enfin , désignant par à la racine 
primitive générale de x^ — 1= 3ÎL : P, le produit Z . h sera une racine primitive 
du nombre premier P. 

Les deux théorèmes précédents, les théorèmes consignés n® 132, et relatifs 
aux nombres 6Q4- 1 » 1 2Q -f- 1 , le nombre Q premier, constituent un ensemble 

* Un raisonnement analogue à celui qui a été faitn* 132 , 2* paragraphe de la deuxième partie, 
prouverait que les équations i« a^-^-i =M: P, n* 156, 2* x* — R=P.N, n® actuel, sont tou- 
jours résolubles en nombres entiers. 
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qui ne laisse aucune place au tâtonnement ; on peut donc obtenir directement 
et sans essai , une racine primitive de tous les nombres premiers ayant Tune 
des formes 4Q-f-<r SQ-f-l , 6Q-|-1, 12Q-f-i> le nombre Q premier, ces 
nombres forment environ le tiers des nombres premiers, ainsi la méthode 
indiquée parait avoir une assez grande utilité , et nous Tavons employée pour 
les nombres premiers qui présentent Tune des formes 6Q-|-1, 12Q-|-1 *; 
toutefois les deux théorèmes suivants, les faits exposés plus loin, n^ 140, 
forment aussi un ensemble tel que la méthode actuelle, d'ailleurs assez expé- 
ditive, sera toujours un simple exercice intellectuel. 

138. Théorème. Si un nombre premier P a la forme 4Q-j-1, le nombre Q 
premier, le nombre -|"2 est une racine primitive de P. Dans les conditions 
établies, le nombre P a nécessairement la forme 8Q-|-5, or on a démontré 
n® 51 vers la fin, que, dans cette hypothèse, la résolution, en nombres entiers 
de réquation u* — 2=P.^, est impossible; ce dernier fait établi, soit a une 
racine primitive de P, formons les dividendes o^ cù a* .... a'"*, les restes 1 Rj 
R,.... 1 ; le nombre 2 a place parmi les restes, il correspond à un dividende a', 
dont l'exposant est un nombre impair, car Fégalité Reste â^=2 donne une 
solution entière de Féquation impossible c^' — 2= P./, ainsi le nombre 2 cor- 
respond à un dividende cf^^ ; or, on a P — 1 =4Q et puisque le nombre Q est 
premier, Fexposant 2/w-|-1 est premier à P — 1, en effet les égalités 2/w-f-<=Q, 
2m -[-1 =3Q sont inadmissibles; de la première on déduit Reste a^=2, et par 
suite Reste éz*^=16; de la seconde on déduit Reste a*^=2 et par suite 
Reste rf*^=16, deux conditions que l'inégalité Q> 2 et l'état déracine primi- 
tive de a rendent inadmissibles; les nombres 2/n-f- 1 6t 4Q sont donc premiers 
entre eux : on a alors Fétat général suivant, 1 "^ le nombre a est racine primitive 
de P; T Reste a*^*=2; 3"* le nombre 2m-|-1 est premier à P — 1, par consé- 
quent n° 121, le nombre 2 est une racine primitive de P. 

15!;. Théorème. Si un nombre P premier a la forme 8Q-|-i, le nombre Q 
premier, le nombre 3 est une racine primitive de P *^ ; constatons d'abord que 
tout nombre premier dont la forme est 8Q-f- 1, le nombre Q premier, peut 
être représenté par la forme 12A-|-5, en effet, 1* tout nombre entier est com- 

Voir les deux tableaux qui accompagnent Touvrage actuel. 
** Nous excluons 1» l'hypothèse Q= 2, et par suite P=17; 2» Thypothèse P = 41, la cause 
de ces exclusions est indiquée dans la démonstration que contient le texte. 
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pris dans Tune des trois formes —J^, l-JIl-, _, la première, « K=2/i, 

donne 3/ï+l; la 2% si A: = 2/i+1, donne 3/^+2; la 3% si )^=2/ï+2, 
donne 3/i + 3; si alors on reprend la première et si Ton pose K=2n-f-2, 
on a 3/1+4, ainsi de suite; 2** le nombre P est premier, la même condition 
est imposée au nombre Q , on est alors assuré que ce dernier est représenté 

3K. -I— A ^K 

par la formule — ^; si en effet l'égalité Q='^ était exacte, le nombre Q ne 
pourrait être simultanément entier et premier; si Tégalité Q = ?5dlJ était 
exacte, cette valeur substituée à Q dans la formule P=8Q-f-1 donne 
P=1 2Q-|-9 et ce nombre P n'est pas premier : on a donc finalement Q=*^^"^\ 

et par suite P=12y+5. On a démontré, n^ 51 vers la fin, que si le nombre P 
premier a la forme 1247+5, la résolution, en nombres entiers, de l'équation 
u* — 3 = P.jr est impossible : soit donc a une racine primitive de P, formons 
les deux suites Dividendes a* a^ cf .... a^-* , Restes 1 R^ R, . . , . 1 ; le nombre 3 
a place parmi les restes et cette place correspond à un dividende d^ dont l'ex- 
posant K est impair, car l'égalité Reste £^=3 donnerait une solution entière 
de l'équation impossible U — 3 = P.7; ainsi le reste 3 correspond à un divi- 
dende d^^ ; or, on a P — 1 =8Q, et puisque le nombre Q est premier, l'ex- 
posant 2/n+1 est dans une des conditions suivantes : 1"* égal à Q, ou à 3Q , 
ou à 5Q , ou à 7Q; 2* égal à 2Q , ou à 4Q ; 3** premier à Q et par suite à 8Q ; 
de Tune des conditions indiquées 1"" on déduit â<^>" =6561 = (41.1 60) +1 
résultat dont le reste doit être l'unité; or, par suite des exceptions P=17, 
P=41, ce résultat est inadmissible , les conditions intitulées 2'' sont impos- 
sibles; ainsi le reste 3 correspond à un dividende d^^ dont l'exposant est 
premier à P — 1 =8Q, le nombre a est une racine primitive de P, donc fina- 
lement le nombre 3 est une racine primitive de P. 

Ces derniers théorèmes sont remarquables à deux titres , 1 * ils font connaître 
sans calcul une racine primitive pour une proportion très-notable des nombres 
premiers ; 2" réunis aux théorèmes n* 1 52 , et plus loin aux principes exposés 
n* 140, l'ensemble parait indiquer la possibilité, jusqu'ici mise en doute, 
d'isoler une racine primitive de toutes celles qui appartiennent à un nombre 
premier; remarquons d'ailleurs que cette conclusion laisse complètement 
intacte la phrase d'Euler, phrase si célèbre que nous avons relatée n* 119. 
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REMARQUES GÉNÉRALES SUR LES NOMBRES QUE L*ON SOUMET AUX ESSAIS DANS LA 
RECHERCHE D'UNE RÀQNE PRIMITIVE D'UN NOMBRE PREMIER DONNÉ. 

• 

140. Ces nombres sont réellement arbitraires; néanmoins quelques règles 
très^simples peuvent éviter des calculs inutiles , ces règles sont déduites des 
principes qui gouvernent quelques équations incomplètes et indéterminées du 
second degré à deux inconnues ; l'ensemble de ces principes a été consigné 
n^ 51 vers la fin , et doit être bien présent à Tesprit du lecteur. Reprenons 
r exposé des calculs que nous avons indiqués pour constituer une table des 
racines primitives; soit un nombre P premier absolu, soit ensuite la série 
cP et a* .... a^^, on doit remplacer a par un nombre entier quelconque infé- 
rieur à P y rechercher les restes que donnent les divisions par P de chacun 
des termes de la suite précitée : admettons Texactitude des hypothèses 
P=3^-|-1 , le nombre a racine primitive de P; les restes donnés par les divi- 
sions , sont alors tous différents , présentent tous les nombres entiers inférieurs 
à P, présentent par conséquent le nombre — 3, ou plus exactement le nombre 
P — 3 ; on peut prouver que ce reste correspond à un dividende ci^\ en effet, 
• dans Thypothèse P = 3y-[-1 , Téquation iâ-\'Z'=^V .y q%\^v^^\^ résoluble en 
nombres entiers; en d'autres termes, des nombres entiers substitués à i^ et à j^, 
le premier étant inférieur à P, peuvent vérifier Féquation indiquée, le reste — 3 
est donc obtenu en divisant par P un seul carré exact entier dont la racine est 
un nombre inférieur à P , ce carré est donné , 1 *^ directement , désignons-le 
par lf\ ^ indirectement y par le nombre (P — &)*, le nombre est donc placé 
parmi les restes créés par la série et et câ .... a^'^y cette place correspond à 
un dividende quelconque a" , et par suite on a l'égalité (a")'-{-3 = P.7', qui 
démontre le principe énoncé , mais alors , dans les conditions établies , 1 " le 
nombre — 3 correspond à un dividende et^ ; 2* le nombre a est une racine 
primitive de P; 3^ les nombres P — 1 et 2n ne sont pas premiers entre eux, 
donc, n® 121 , le nombre — 3 n'est pas une racine primitive de P. Des rai- 
sonnements analogues seront faits sur les autres équations incomplètes, 
n^ SI , et on aura le résumé suivant : 

1 ** Si le nombre P a l'une des formes 8y -f- 1 , Sq — 1 , le nombre -|- 2 
n'est pas une racine primitive de P. 

2** Si le nombre P a l'une des formes Sy -j- 3 , Sçr -|- 1 , le nombre — 2 
n'est pas une racine primitive de P. 
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3** Si le nombre P a la forme 12y-|-1 , le nombre -}-3 n'est pas une racine 
primitive de P. 

h"" Si le nombre P a la forme % -|- ^ 9 ^^ nombre — 3 n'est pas une racine 
primitive de P. 

S"* Si le nombre P a l'une des formes 5y -|- 1 , 5y — 1 , le nombre -f- 5 
n'est pas une racine primitive de P. 

6"* Si le nombre P a Tune des formes 20^^ + ^ » 20^' -f- 7 , le nombre — 5 
n'est pas une racine primitive de P. 

T Si le nombre P a l'une des formes 28^ + 3, 28y+19, 28^-^1 , le 
nombre -|-7 n'est pas une racine primitive de P. 

8*^ Si le nombre P a l'une des formes AO^^-fT, 40^^-1-11 , 40y-|-19, le 
nombre — 10 n'est pas une racine primitive de P. 

9^ Si le nombre P a l'une des formes 68^ + 3, 68^4-7, 68y+11, 
68^+23, 685^+27, 685^ + 31, 68y + 39, 687 + 63 , le nombre —1 7 n'est 
pas une racine primitive de P. 

Le nombre P étant premier, le nombre —3— présentant la même condition , 

les conséquences déduites du résumé précédent , ou du n"" SI ^ font con- 
naître, sans aucun essai et dans des cas assez nombreux, une ou plusieurs 
des racines primitives d'un nombre premier ; nouveau fait à l'appui de la 
possibilité indiquée à la (in du numéro précédent. Dans le tableau qui suit , 
nous admettons que le nombre P obéit aux deux conditions précitées : 

1 ** Si le nombre P a la forme 8y — 1 , le nombre — 2 est racine primitive 
de P. 

2® Si le nombre P a la forme 85^ -|- 3 , le nombre -j- 2 est racine primitive 
de P. 

3* Si le nombre P a la forme de 3ç'-|-2 *, le nombre — 3 est racine primitive 
de P. 

4® Si le nombre P a la forme de 3y-f"^ > '^ nombre -|-3 est racine primitive 
de P. 

"^ Si le nombre P a la forme 3^-|-2 , Péquation a*-j-3 = P .j n'est pas résoluble en nombres 
entiers, n<^ 51 , par conséquent dans la série c^c^ «■...«'"* dans laquelle a représente une racine 
primitive de P» si on divise chaque terme par P , le reste — 3 sera applicable à un dividende 

P — i 

a^~^, or dans les conditions établies, le nombre — ^-— est premier, donc les nombres 2/2 -4- ^ 

et P — \ sont premiers entre eux, par suite, n*» 121 , le nombre — 3 est une racine primitive de P. 

36 
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5" Si le nombre P a Tune des formes Sç' -[" 1 , bq — 1 , le nombre — 5 
est racine primitive de P. 

6* Si le nombre P a Tune des formes 20y + 3, 20^-}- 7, le nombre +5 
est racine primitive de P. 

7" Si le nombre P a l'une des formes 28^+3, 28y4-19, 287 — 1, le 
nombre — 7 est racine primitive de P. 

8^ Si le nombre P a lune des formes 40y + 7, 40y+i9, 405r + 23, le 
nombre -j- 1 est racine primitive de P. 

9" Si le nombre P a Tune des formes 40y-f 3, 40^ + 27, 40y + 39*, 
le nombre — 10 est racine primitive de P. 

10** Si le nombre P a Tune des formes 17ç^-|-3, 17y-{-5> ^^ç^-j-^j ^^^4"^» 
17<7-j-10, 17^ + 11, 17^ + ^2, Mq-\-\h^ le nombre -\-M est racine 
primitive de P. 

11** Si le nombre P a Tune des formes 68^-f"5> 68y-j-29, 68^ -l-'^^» 
68y-f 41, 68^ + 45, 68y + 57, 68^ + 61, 68^ + 65, le nombre —17 est 
racine primitive de P. 

Les deux énonces relatifs à -|-10 et à — 10 du résumé précédent, donnent 
un principe élémentaire arithmétique y lequel , réuni à quelques autres , con- 
stitue un ensemble relaté n"" 142; cet ensemble donne, dans un grand 
nombre de cas , une réponse à cette question si anciennement posée et jamais 

résolue : quel est le nombre de chiffres que présente la période d'une fraction p 
transformée en fractions de Tordre décimal ? 

Parmi les nombres premiers, mis sous la forme Sç^-j-A, les nombres 5çr-|-2, 
517-J-3 peuvent seuls avoir et ont, en général, la racine primitive -["5, 1^ les 
nombres premiers dont la forme est soit 5ç^-|-1, soit hq — 1, sont tels que si 
l'on pose l'équation if — 5 = P.^, cette équation est résoluble en nombres 



"^ Od pourrait démontrer ce cas , soit par le résumé , n° 51 , soit par TexameD des formes 

simultanées que peut prendre le nombre P ; à cet examen sont liées les réponses à ces deux 

p \ 

questions : Le nombre P premier étant donné , avec la condition — - — nombre premier, les 

nombres -}"^> — *, +5, — 5, et par suite -f"^^ > — ^^ sont-ils des racines primitives de ce 
nombre? remarquons aussi que dans ce résumé nous avons dû supprimer les nombres P pour 

p i 

lesquels la forme, et ensuite Tétat premier — ^ — présentent deux conditions incompatibles. 

z 
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entiers, n"* SI ; par conséquent si a est une racine primitive de P, si on forme 
les deux suites 

Dividendes câ à cf..., a**""*, Restes 1 R, R, 1 , 

le nombre 5 a place parmi les restes, et cette place correspond à un divi- 
dende «*"; en effet, parmi les solutions entières deTéquation m* — 5 = P.^, 
choisissons les deux solutions u^ u^ inférieures à P, on a, par exemple, 
(w,)' — 5 = P.^, donc le nombre u^ correspond à un dividende a*", et par suite 
le reste 5 est donné par le dividende o^, donc enfin le nombre 5 n'est pas une 
racine primitive de P, c'est-à-dire d'un nombre premier dont la forme est 
soit Sç'-j-l , soit hq — 1 ; 2® les nombres premiers dont la forme est soit 5y-|-2, 
soit 55^-}- 3, présentent, en général, la racine primitive 5; on a démontré, 
n** SI, que les équations lâ — 5 = P.^ ne sont pas résolubles en nombres 
entiers lorsque le nombre P a l'une des formes 5y-|-2, 5y-["3î choisissons 
une racine primitive a du nombre P, et formons les deux suites 

Dividendes a® d «'.... a^"*, Restes 1 R, R,....1, 

le nombre 5 a parmi les restes une place qui correspond à un dividende a"^\ 
et pourvu que l'exposant 2m-|-1 soit premier aux facteurs simples de P — 1, 
le nombre 5 est une racine primitive de P; les exceptions sont manifestement 
très-rares, et nous pouvons établir la conclusion suivante : 1^ le nombre -|-5 
est , en général , racine primitive des nombres premiers dont la forme est soit 
5<7-|-2, soit 5y-|"3; 2" le même nombre 5 doit être employé dans le premier 
essai fait pour obtenir une racine primitive des mêmes nombres premiers pré- 
cités. Si on fait des raisonnements analogues à ceux qui constituent les pre- 
miers développements donnés dans ce paragraphe, et cela en faisant intervenir 
les équations incomplètes 

ces raisonnements réunis à ceux qui précèdent, donnent le résumé suivant . 

1** Si le nombre P a l'une des formes 5y-|-2, 5y-|-3, le nombre -|-5 est, 
en général, racine primitive de P; 

2" Si le nombre P a l'une des formes 285r-|-5, 2817-1-13, 28çr-f-17, le nom- 
bre-|-7 est, en général, racine primitive de P; 
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3® Si le nombre P a Tune des formes Tç'+^j ^ç'+S, Ty-|-6, le nombre —7 
est, en général, racine primitive de P; 

4° Si le nombre P a lune des formes AOç'-f 7, 40y+1 1 , 40y+l 7, 40y+1 9, 
40y+2i, 409^+23, 40^+29, 40^+33, le nombre -f-10 est, en général, 
racine primitive de P ; 

5" Si le nombre P a l'une des formes 17^+3, 17y+5, 17^+6, 17^+7, 
17^-1-10, Mq-^W^ Mq^\2j 17^^+14, le nombre +^7 est, en général, 
racine primitive de P. 

Les nombres qui appartiennent à l'étude faite dans le paragraphe précédent, 
constituent une partie très-considérable de la totalité des nombres premiers; 
remarquons aussi que par suite même de cette étude et en admettant soit le 
double, soit le triple, etc., emploi, ces nombres sont distribués en cinq 
groupes; et si les principes consignés dans le paragraphe précité n'offraient 
aucune exception, le problème de la recherche d'une racine primitive de tout 
nombre premier serait, sinon complètement résolu, du moins très-simplifié , 
les nombres pour lesquels le tâtonnement serait encore indispensable , étant 
alors singulièrement espacés dans Téchelle numérique, il n'en est point ainsi, 
la difficulté subsiste , et s'il ne nous est pas donné de la vaincre , n'est-il aucun 
choix à Élire dans chacun des groupes ; finalement , la question que nous nous 
proposons de soumettre à l'étude est la suivante ; est-il possible, dans chaque 
groupe, de faire un choix particulier utile, une subdivision qui prenne sa 
cause dans une forme secondaire unie à l'une des formes principales et carac- 
téristiques du groupe? La réponse à cette question est affirmative, et nous 
pouvons consigner le fait général suivant : si de chacun des groupes on extrait 
les nombres premiers ayant la forme 2".Q-f-i, le nombre Q premier*, les 
exceptions signalées disparaissent , ou plus exactement ces exceptions peuvent 
être reconnues, comptées, et par conséquent notre énoncé subsiste. La 
démonstration que nous donnons est , bien que générale , appliquée au qua- 
trième groupe, et cela par deux causes, 1^ elle emploie des nombres plus 
élevés ; 2° elle offre quelques conséquences remarquables par suite de la sub- 
division décimale de l'échelle numérique ordinaire. 

Soit un nombre premier P ayant simultanément la forme 2".Q -|- 1 , le nom- 



* Nous admettons l'hypothèse Q=4 , mais nous excluons Phypothèse Q = 2, et par suite le 
nombre Q est toujours impair. 
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bre Q premier et l'iine des formes 40^ 4" ^9 40^^11, UOq^M^ AO^-f*^^' 
40ç^+21, 40^+23, 40^+29, 40^+33; de la seconde condition à laquelle 
obéit le nombre P, on déduit le principe suivant : si on adopte a racine primi- 
tive de Py et si on forme les deux séries 

Dividendes eâ a'... «»"'*•«... «•"«... a^*i...a»'"«...a'*^'-**...a»'''«»...a<«'+')'"«. 
Restes 1 R^...? — i...1 .... P— 1 ....1 P — i....i 1, 

m 

le nombre 10a place parmi les restes , cette place correspond à un dividende 
a**+*, dont l'exposant 2m^i est inférieur à 2*'.Q, n** 81 et numéro actuel; et 
si les facteurs simples de cet exposant sont étrangers au nombre premier Q, il 
est manifeste n*" 121 que le nombre 10 est une racine primitive du nombre 
premier proposé; or, admettons que le nombre 2m -^i soit un multiple du 
nombre q; admettons par conséquent Texactitude des deux égalités 

2/w + 1 = (2A + 1 )Q, Reste a(*+*)^ =10; 
de là on déduit Reste a<*+'>«"-Q= Reste a*^*; 

et par suite de la condition a racine primitive de P, on a finalement Fégalité 

Reste a(*^) = 1 , ou [B] 1 0*^ — 1 = multiple de P ; 

ainsi cette règle générale , le nombre -f- 1 est racine primitive des nombres 
qui ont la forme 2'*» Q -|- 1 , le nombre Q premier , et Tune des formes 

40y+7, 405r+11, 40^+17, 405^+19, 40y+21 , 40y+23, 40y+29, 40^+33; 

cette règle a des exceptions , lesquelles sont applicables aux nombres premiers 
qui, aux conditions indiqué^, unissent la condition caractéristique d'être 
sous-multiples du nombre 1 0^***^ — 1 y la recherche de ces nombres implique donc 
celle des facteurs simples de lO'^'^^l ; or, Tétat actuel de la science numérique, 
Tabsence de caractères distinctifs des nombres premiers, les difficultés et souvent 
les impossibilités que présente la décomposition d'un nombre quelconque en 
ses facteurs premiers; toutes ces causes constituent dans le moment présent, et 
paraissent devoir constituer éternellement dans l'avenir un obstacle qu'il n*est 
pas donné à l'intelligence humaine de surmonter^ un obstacle tel qu'il ne sera 
jamais permis de connaître la loi générale qui gouverne tous hs nombres P con** 
venables à l'égalité [B]; nous pouvons néanmoins, et dans les limites ordinaires, 
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en utilisant quelques lois sur les racines primitives , lois qui diminuent le 
nombre des essais relatifs à la constatation de Tétat premier d'un nombre dont 
la forme 'est o^ — 1 *, nous pouvons préciser les cas particuliers d'une cir- 
constance dont l'état général nous échappe ; on a les égalités 

10'— 1=3M1, 10*— 1=(10' — 1)(iœ + 1) = 3M1.101, 

10*— 1 =(10*— i)(10*+1) = 3M1. 73.101. 137, 

iO^' — 1=(iœ—1)(10* + 1) = 3M 1.17.73.101. 137.5882353, 

1 0»*— 1 =(1 0"— 1 ) (1 0**+1 )= 
=3M 1.17.73.101. 137.353.449.641 .1409.69857.5882353, 

là s'arrête, là a dû s'arrêter, cette recherche numérique pénible, ce tableau 
montre que parmi les nombres premiers inférieurs à 1 0000 et offrant les deux 
genres de formes précitées , les nombres premiers 11,1 37, 353 restent seuls 
étrangers à la racine primitive 10 : la démonstration précédente étant appli- 
quée au groupe lié au nombre 5 en tenant compte des égalités 

5'— 1=(5 — 1)(5 + 1) = 2'.3, 5* — 1=(.5* — 1X5'4-1) = 2*.3.13, 

5«— 1=(5* — 1)(5*+1)=2\3.13.313, 

5**— 1=(5* — 1)(5'+1)=2*.3.13.17-313.11489, 

5»— 1=(5"—1)(5*^ + 1) = 2'.3. 13.17.313.2593.11489.29423041; 

on reconnaît que parmi les nombres premiers inférieurs à 1 0000 , et 
offrant les formes précitées, le nombre premier 13, est seul étranger à la 
racine primitive 5; fmalement la démonstration précédente faite sur les 
quatre groupes , les restrictions stipulées bien comprises; nous pouvons établir 
le résumé suivant, dans lequel Q est premier impair, résumé qui doit être 
lié à ceux qui sont indiqués sur le même sujet dans les deux numéros qui pré- 
cèdent. 

Si le nombre P a la forme 2".Q-f-1 (le nombre Q premier) unie à l'une des 
formes 5y-|-2, ôq-^S^ le nombre -|-5 est une racine primitive de P. 

* Si le nombre «* — 4 renferme le facteur simple P, le nombre P — i est multiple de /i, n*» 109, 
ainsi les facteurs simples du nombre a'* — i sont des nombres premiers dont la forme est 



QUATRIÈME PARTIE. 287 

Si le nombre P a la forme 2".Q-|- ^ (k nombre Q premier) unie à l'une des 
formes 285r-j-5, 28^7-1-13, 285^ -|- 17, le nombre -f-7 est une racine primi- 
tive de P. 

Si le nombre P a la forme 2"Q-|-1 (le nombre Q premier) unie à l'une des 
formes 40^ + 7, 40^ + 17, AOç'-f 19, 409^ + 23, 40^ + 29, 40^+33, le 
nombre -|-10 est une racine primitive de P *. 

Si le nombre P a la forme 2"Q-|-1 (le nombre Q premier) unie à l'une des 
formes 17^ + 3, 17y + 5, 17y + 6, 17^+7, 17^+10, 17^+11, 17^+12, 
17y-|- 14, le nombre -[-17 est une racine primitive de P**. 

Si le nombre P a la forme 2"Q-|-1 (le nombre Q premier) unie à l'une 
des formes Tq-^^^ 7y-|-5, 7y-|-6, le nombre — 7 est une racine primi- 
tive de P. 

141. Parmi les nombres premiers peu élèves dont on peut prévoir le rôle 
de racine primitive relativement à des nombres premiers donnés, nous avons, 
en conservant le raisonnement général , appelé plus particulièrement l'atten- 
tion du lecteur sur les nombres -f-1 et — 1 ; le motif de cette direction est 
manifeste ; aux principes liés à -|-1 , à cette base de notre numération , 
essayons d'ajouter encore une remarque ; nous ne pouvons donner à ce qui 
suit un autre titre; cette remarque a deux causes d'utilité, 1^ acceptée à l'état 
général, c'est-à-dire abstraction faite du nombre 10, elle peut venir en aide 
à celui qui, plus tard, recherchera quelques-unes des relations qui unissent 
les nombres premiers aux racines primitives de ces mêmes nombres ; 2° res- 
treinte dans les conditions imposées par le nombre 1 , elle nous permettra 
d'agrandir quelque peu le cadre qui limite nos observations sur les périodes 
décimales. Reprenons quelques faits établis dans le numéro actuel : si le 
nombre premier P a l'une des formes 

40^4-7, 40^-1-11, 40y-|-17, 40^^+19, 40y-|-21, 405r-f23, 

40y+29, 40y-f-33, 

le nombre -|- 1 est , en général , une racine primitive de P ; les exceptions 

* Si on excepte le nombre 11, on reconnaît qu'il n'existe pas de nombres dont les formes soient 
40^4-11 ou iO^r-j-âl et 2*Q-fi> le nombre Q premier. L'une des formes 40^ + 7, 40^ + 19, 
40y-j-23 unie à la forme 2"Q+1 (le nombre Q premier) amène l'égalité /i=l. 

*'*^ L'égalité 17^ — 1 =2*. 3*. 5.29 montre que le nombre 29 est une exception à la loi générale. 
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sont très-rares et si le nombre P peut , à Tune de ces conditions caractéris- 
tiques, unir la forme 2*'.Q-j-1 , le nombre Q premier, les exceptions peuvent 
être prévues, notées -, finalement ces exceptions se réduisent aux trois nombres 
11 , 137, 353 pour tous les nombres premiers inférieurs à 10000; admettons 
actuellement que le nombre P, offrant d'ailleurs une des formes précitées 
40^-j-K, présente la forme 2".a.p, les nombres a et ^ premiers absolus, le 
second étant, par exemple, supérieur au premier : soit a une racine primi- 
tive de P, et formons les deux suites 

Dividendes et a^ a' .... a* .... a^ .... a**"*-* ....«'''••^, 
Restes 1 a R, .... R^ .... R^ .... P — 1 .... 1 , 

le nombre -|-10 occupe, parmi les restes, une place qui correspond à un divi- 
dende fl**+* dont Texposant est impair, n* SI, et si le nombre 10, 1*^ est^ 
T n* est pas une racine primitive de P, Texposant 2/w+1 , V est^ 2^ n'est pas 
premier à P — 1 , n"* 121 ; or, dans le second cas, constatons que cet expo- 
sant 2m -f- 1 , alors non premier à P — 1 ; ne peut être un multiple du 
produit a.p, au moins si le nombre P est inférieur à 10000; car Tégalité 
Reste de a(*+*)«•^=10 amène l'égalité 10<*") — 1 =3Tt:P conclusion que 
rend inadmissible le tableau précédent des facteurs simples d'un nombre 1 0* — 1 ; 
ainsi , dans le second cas , le nombre -f-l sera un des restes donnés par les 
dividendes de la série suivante, laquelle offre deux groupes: 



a 



• ^ a* .... a<^> a^ cf^ (â^ .... a<^^ a•^ 



de régalité, par exemple. Reste a<*^*)* =10, on déduit 10^^— 1=3TL. P; 
concluons de ces raisonnements que l'indication des nombres P, ayant les 
formes précitées 2*.a.p-|-1 et AOçr-j-K, et en même temps étrangers à la 
racine primitive -j-1 , que cette indication serait nettement établie , si l'on 
connaissait la loi des nombres premiers; concluons aussi que si le nombre 
premier P a les formes indiquées, on peut chercher les restes des termes 
10**% 10*^ ^ et à l'état, r 1 de l'un de ces restes; 2* étranger à 1 des deux 
restes, correspondra la conclusion, le nombre 10, l"" n'est pas^ 2*" est une 
racine primitive de P. 

142. Il nous parait difficile d'établir le maximum d'essais que peut exiger la 
recherche d'une racine primitive d'un nombre premier proposé , toutefois ce 
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maximum ne peut être élevé et plusieurs considérations peuvent non prouver 
mais motiver cette assertion : 1^ les diverses circonstances auxquelles doivent 
obéir les nombres soumis aux essais, ces conditions énoncées dans toute la 
partie précédente ne sont pas fortuites, elles sont fatales, se présentent tou- 
jours lorsque Ton agit avec une racine primitive ou même lorsque l'un des pro- 
duits 2 à 2, 3 à 3 , etc. des nombres déjà soumis à Fessai est racine primitive; 
2^ le nombre des racines primitives d'un nombre premier est toujours considé- 
rable; 3^ parmi tous les essais cités, soit dans cette étude, soit dans la table qui 
suit, ceux qui exigent plus de deux essais, sont fortement espacés dans Téchelle 
numérique; c'est-à-dire que cette dernière rareté, qui favorisait l'ensemble de 
nos calculs, se présentera toujours dans la suite? Non sans doute, si les proba- 
bilités, si les analogies ne sont pas, en général, de mise dans les raisonnements 
mathématiques, cette loi est impérative dans la théorie des nombres; tonte 
preuve , dans celte partie , doit être rigoureusement pure d'expériences nu- 
mériques, l'oubli de cette loi a amené de cruels mécomptes : tel théorème 
qui paraissait solidement établi a été brisé par un fait numérique capricieux; 
néanmoins nous croyons nous tenir dans les limites d'une sage réserve en 
admettant que, dans la recherche d'une racine primitive, quelques nombres 
à peine demandent quatre essais successifs. 



DE LA TRANSFORMATION D'UNE FRACTION ORDINAIRE ^ , DITE ANCIENNE , EN 

FRACTIONS DE L'ORDRE e , ET PLUS PARTICULIÈREMENT EN FRACTHONS DE L'ORDRE 
DÉaMAL. 



143. On nous rendra la justice d'admettre que nous ne pouvions avoir 
l'idée de faire un examen complet de la question comprise dans le titre actuel , 
question dont l'ensemble parait dépasser les forces intellectuelles de l'homme : 
ces préliminaires acceptés, qu'on nous permette de donner un résumé de l'état 
de la question , en réunissant aux principes déjà connus les quelques rares 
conséquences déduites des faits précédents, conséquences qui déjà certes ont 
dû apparaître à l'esprit de celui qui nous a suivi dans l'étude de toute cette 
partie. 

Etant donnés deux nombres entiers H et e, si on divise par H chaque terme de 

la série e® e* e*.... e*".... e** e'...., les divers restes, plus ou moins nombreux, 

donnent par ordre la suite 1 R, R,..., R,,.... Rn-.. Rr-vJ si le nombre H 

37 
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présente ^ à Texclusion de tout autre , un ou plusieurs facteurs simples de e , 
ces facteurs étant d'ailleurs élevés à des puissances égales ou diverses, le 
nombre des divisions est limite'; le dernier dividende est t\ la lettre t désignant 
un facteur entier minimum toujours admissible, lequel facteur multipliant chaque 
exposant des facteurs simples de e , donne , dans la série des dividendes , le 
terme qui , occupant le plus faible rang , est exactement divisible par H : si le 
nombre H présente des facteurs simples étrangers à ceux du nombre e , le 
nombre îles divisions est illimite'; par conséquent les restes étant tous inférieurs 
à H, ne peuvent tous être différents, la reproduction nécessaire d'un des 
restes R^ déjà obtenu , amène successivement dans Tordre primitif, la repro- 
duction de ceux qui , dans la première série d'opérations, suivaient le reste R„; 
cet état périodique des restes reparait indéfiniment , et Ton comprend que 
Tensemble présente deux circonstances distinctes. 

1*" Si les facteui^s simples de H sont les un^ égaux, les autres étrangers aux 
facteurs simples de e, le premier reste reproduit R„ correspond, dans la 
première série d'opérations, au dividende e"", la lettre m indiquant le plus 
grand des exposants affectés à ceux des facteurs de H, que Ton retrouvait 
dans 8 ; d'ailleurs l'état périodique a lieu indéfiniment , séparation faite des 
restes qui , dans la première série d'opérations, précédaient le reste R^. 

2^ Si les facteurs simples de H sont tous étrangers à ceux de s, et, par 
exemple , si le nombre H premier absolu est premier à e , le reste reproduit R^ 
occupe la première place dans la première série d'opérations, l'état périodique 
indéfini a lieu, et tous les restes d'une période sont différents. 

L'examen complet , soit du premier paragraphe , soit de la première sub- 
division du second, est consigné dans tous les traités sur la matière; ainsi 
laissant de côté ces deux points y essayons de jeter quelque lumière sur le 
troisième , lumière certes bien faible ; mais qu'on veuille bien se rappeler que 
dans cette direction tout est obscur, et puisse le peu qye nous apporterons 
éclairer un esprit plus sagace : constatons d'abord deux faits qui n'ont pas 
besoin d'explication, l"" toute période de restes R^ R, R,.... R^ R,.... donne 
lieu à une période de quotients Q, Q^ Qi-*-- Qm Qo*--? ^^ remarquant que 
l'inégalité certaine de tous les termes constituant la première n'amène pas 
nécessairement cette inégalité dans les termes de la seconde ; 2'' la période , soit 
de restes, soit de quotients, donnée par la série e* e* e*.... «* e"^...., cette 
période est modifiée dans sa valeur absolue , mais non dans le nombre de ses 
termes, n** 109 ^ lorsqu'on multiplie chaque terme de la série e^ e^ ('....s*.... 
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par un nombre g premier à e ; or, notre étude est , à l'exclusion de toute 
autre , l'examen du nombre de termes de la période donnée par la transfor- 
mation en fractions de Tordre e d'une fraction irréductible* = ; ainsi nous 

u 

simplifierons cette étude en admettant, en général, Phypothèse Â:=1 ; enfin le 
nombre H premier à e présente deux cas, V premier absolu désigné par P; 
2"" non premier absolu et désigné par B. 

1*' Cas. Le nombre P premier absolu *. 

1** Tous les nombres premiers étant représentés par la formule 405'-f-K, le 

choix fait parmi ces nombres, de ceux qui obéissent à la condition T" 

nombre premier, donne les égalités K=3, K = 7, K = 19, K = 23, K=27, 
K=39; or, on a démontré, n"* 440, que dans ces conditions les nombres 
-j-iO et — 10 sont des racines primitives, le premier des nombres AOy-f"^? 
40^+19, 40y+23; le second des nombres 40y+3, 40^+27, 40^+^9; 
on a donc le théorème suivant : 

Théorème. Si on réduit en fractions de Tordre décimal une fraction - , le 

nombre P ayant les deux états P et ^ nombres premiers absolus ; le 

nombre des chiffres de la période , soit des restes , soit des quotients , est lié 

au reste de la division du nombre P par 40 , ce nombre de chiffres est — — 

ou P — 1 , selon que le reste de la division est ou n* est pas multiple de 3. 

2'' On a démontré , n"* 1 40 , que le nombre +1 est une racine primitive 
des nombres premiers P, qui ont la forme 2".Q-|-1 , le nombre Q premier, 
cette forme unie à l'une des formes précitées 40^+^^ 40y-|-17, 409'-|-19, 
40y«j« 23 , 40^+29, 40^^-33, de là le théorème suivant : 

Thkoreme. Si on réduit en fractions de l'ordre décimal une fraction -, le 

dénominateur P premier absolu présentant et la forme 2".Q-|-1 , le nombre Q 
premier, et l'une des formes 40y+7, 40^+17, 405^+19, 40^^+23, 40y+29, 
405r-|-33; le nombre des chiffres de la période est maximum , c'est-à-dire 
est P — 1. 



* Dans les deux cas , nous admettons que les facteurs simples des dénominateurs sont étrangers 
aux facteurs simples de e. 
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3** Les nombres premiers P qui ont l'une des formes 40y-|-7, UOq'\-M , 
40^^17, 40^4-19, 40y+21, 40y + 23, 40^+29, 40^+33, unie à la 
forme 2". 3**. Q -f-^ » ^^ nombre Q premier, ces nombres donnent quelques 
faits qui ont leur intérêt. 

Théorème. Si on réduit en fractions de Tordre décimal une fraction p, 

le dénominateur P premier absolu, ayant Tune des formes précédentes UOq-^-Kj 
unie à la forme 2".3'^.Q -|"^y '^ nombre Q premier; le nombre des chiffres 
de la période est pair : en effet, si, dans les conditions établies, on choisit a 
racine primitive de P, si on divise par P chaque terme de la série a^ o^ a'.... a"*"*, 
le reste 10 correspond à un dividende û*+*, dont l'exposant est impair, n~ SI 
et 1 40 ; or, on a Reste de 1 0*"-'*^-^=1 , et la période de la série 1 0*^ i 0* 10'.... 
étant un diviseur de P — 1 , n® 109 , ce diviseur ne peut être impair, car des 
égalités Reste de a**+^=1 0, Reste de 1 0*^^=1 on déduit Reste de eï(*+i)(»H-î)=4 ^ 
conclusion que Tétat hypothétique de a rend inadmissible. Dans les conditions 
actuelles , le dividende «■*+"*, lequel donne le reste 1 , ne peut être un multiple 
de Q; en effet, de l'égalité (2A+1) = ^2S+1;Q on déduit lO*"''— i=^TrL:P, 
égalité impossible, au moins pour tous les nombres premiers P indiqués et 
inférieurs à 10000*; si donc cet exposant 2A-["^ "^'^^^ P^^ premier à P — 1 , 
on a2A + 1=3(2V+1), par suite Reste de 10'"*^*^=1, et la période 
donnée par la série 10*^ 10* 10*.... est un diviseur du nombre 2".3'^*.Q; 
de là les corollaires suivants : 

1*' Corollaire. Si on réduit en fractions de Tordre décimal une fraction p , 

dont le dénominateur présente Tune des formes précitées 40^-{-K, unie à la 
forme 2".3'.Q 4"^» '^ nombre Q premier, le nombre des chiffres de la 

période est ou P — 1 ou — ôï— > Tétat minimum de t étant Tunité. 

2^ Corollaire. Si , aux conditions générales précédentes , on unit la 
condition p=i , le nombre des chiffres de la période est ou maximum, c'est- 
à-dire est P — 1, ou est un nombre pair premier au nombre 3. 

3' Corollaire. Si , à l'ensemble des conditions actuelles , on unit la con- 

p j 

dition /i=1, le nombre des chiffres de la période est P — 1 ou -^. 



* Si on exclut la condition anormale Q=:l ; le nombre 4861 , caractérisé par Tégalité Q= 5 , 
est la seule exception que présente l'impossibilité énoncée dans le texte. 
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V On a démontré que si un nombre premier P a Tune des formes 5çr-j-2, 
5q'\-3, unie à la forme 2*.Q-|-1 j le nombre Q premier, ce nombre P, î* a la 
la racine primitive 5 , n* 140; 2"* a la racine primitive' 2 , n® 138 ; de là , et 
sauf les exceptions relatives à 5 , exceptions indiquées n^ 1 40 , on déduit le 
théorème suivant : 

Thiéorème. Si on réduit en fractions de Tordre décimal une fraction p, le 

dénominateur P ayant la forme 2'.Q-f-1 9 le nombre Q premier, unie à Tune 

p I 

des formes 5çr-j-2, 5^4"^» '^ nombre des chiffres de la période est — — 

P — 1 

ou —^. 

Un examen attentif de l'ensemble des faits relatés dans toute cette partie, 
amènerait quelques principes analogues aux deux derniers , c'est-à-dire quel- 
ques faits qui n'ont pas le caractère impératif, que Ton trouve dans les 
premiers théorèmes de ce numéro; néanmoins on comprendra que ces faits 
ont facilité les calculs de la Table dernière consignée à la fin de cet 'ouvrage , 
Table qui donne , dans la limite 1 0000 , le nombre de chiffres de toute période 

donnée par une fraction 5 transformée en fractions de Tordre décimal ; cette 

Table nous permet de présenter Tétude pratique du second cas de la question 
générale posée dans le numéro actuel. 

2^ Cas. Le nombre B non premier absolu. 

Théorème. Si on réduit en fractions de Tordre e une fraction g , le déno- 
minateur B présentant divers facteurs premiers P, Q, R...., premiers entre 
eux, et étrangers aux facteurs premiers de e; et si les périodes données 

par les fractions p, g, ^.... ont un nombre de termes désignés par les 

lettres /? , ^ , r. . . . , le nombre de termes de la période primitive est le plus 
petit multiple des nombres /?, y, r....; en effet, si la lettre x désigne le 
nombre de termes de la période inconnue , si les hypothèses sont admises , 
on a les égalités : 

eP=P.H +1 , e«=Q.K +1 , e'=R.L -fi...., e*=B.V +1 , 

le nombre x doit, n"* 109 , être multiple de chacun des nombres /?, ^, r.... , 
il est donc le minimum multiple de ces nombres. 

Thjîorème. Si on réduit en fractions de Tordre e une fraction ^ , dont le 
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dénominateur B est le carré d'un nombre premier P, si on désigne par p le 

nombre des termes de la période donnée par la fraction p , le nombre de 

termes de la période primitive est ou /? ou /? . P : désignons par x le nombre 
des termes de la période inconnue, admettons les hypothèses, on a les deux 
égalités : 

[C] 6'=P.S +1 , [D] e'zrrP'.T +1 

le nombre x est multiple de /?, n* 109, par suite deux circonstances peuvent 
se présenter : 

r Si le nombre S est multiple de P, l'égalité [C] prend la forme 

[E] e' = P*.V +1, 

et aucun terme e', /</^, ne pourrait vérifier l'égalité e'==PN-[-'1 ; ainsi dans 

cette circonstance la fraction ^ donne une période de p termes • 

2** Si le nombre S est premier à P ; élevons à la puissance P chaque membre 
de l'égalité [C] , le résultat est 

e^'=(p.s7+p(p.s7-*-f K(p.S7-»+....+K(p.s)'4-P(p.s)+i, 

chaque terme du second membre , moins le dernier, est divisible par P, on a 
donc l'égalité e'*-''=P'.M-|-1 , et remarquons bien que le nombre des termes 

A . 

de la période de la fraction g doit être un multiple de P ; or, si on élève les 

deux membres de l'égalité [C] à une puissance />./ , multiple de />, mais infé- 
rieure à/?.P; tous les termes du développement, moins les deux derniers, 
seraient divisibles par P', donc l'ensemble, moins le dernier qui est l'unité, 
ne serait pas divisible par P, le résultat ne vérifierait pas l'égalité 
gP.«_-pi jj -^-K^ donc finalement le nombre des termes de la période donnée 

par la fraction g est/?. P. 

Nous pourrions donner à cette démonstration un caractère plus général , 
c est-à-dire examiner la transformation en fractions de l'ordre e d^une frac- 
tion p2, le nombre P premier absolu; mais cette recherche, d'un intérêt se- 
condaire , peut être remplacée par une autre dont le caractère est pratique : 
admettons l'hypothèse e = 1 , et nous aurons les faits particuliers suivants : 

V Si on transforme en fractions de l'ordre décimal une fraction =r, 
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le nombre P premier absolu étant inférieur à 1 000 ; 2^ si on désigne par p le 
nombre des chiffres de la période donnée par la fraction p ; 3® si on excepte 
les nombres premiers 3^ 487 *: le nombre de chiffres de la période inconnue , 
c'esl-à-dire de la période donnée par la fraction = , est le nombre entier /? . P ; 
Falternative remarquée dans le principe général disparaît; en d'autres termes, 
les périodes données par les fractions dites anciennes pï» ^9 etc. , les nom- 
bres Py Q, premiers et inférieurs à 1000 , appartiennent à la seconde cir- 
constance indiquée dans le paragraphe précédent; les deux exceptions sont 
caractérisées par les égalités 

[F] 10* = 3'.U + 1, [G] iO«=487*.V + 1; 

on peut remarquer que les nombres U et V sont premiers à P ; si donc on 

transforme en fractions de Tordre décimal une fraction ^ , dont le dénomi- 

il 

nateur vérifie l'égalité 6 = ^, le nombre P premier, et si on conserve ks 
notations précédentes et la condition P < 1 000 , le nombre des chiffres de la 
période est/y. P, on a effectivement T égalité 

10P.p_PX +1, 

rélévation à la puissance P de chacun des membre donne les résultats 

^ Qp.p» ^ (P X/ + P(PV T/-' + K(P /r7-^+ . . . . + K(P.T)" + P(^^^^ 

10'-^=P.M +1, 

00 prouverait, comme plus haut, que toute puissance /, inférieure à P, ne 
pourrait vérifier Tégalité 10''*^*' = P.N-|-1 ; finalemeoXy, si on tient compte, 
1" de l'hypothèse P, nombre premier inférieur à 1000; 2* des exceptions 
que présentent les nombres premiers 3 et 487 lorsque la fraction proposée 

est ^ , 2071 > o" P^^^ établir le théorème suivant : 

A 

Théorème. Si on transforme en fractions de l'ordre décimal une fraction g , 
le dénominateur B vérifiant l'égalité B=P'', le nombre P premier absolu, et 

* L'anomalie présentée par le nombre 487 paraît due au facteur 3, car on a l'égalité 
487—1=2.3'. 
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si la fraction auxiliaire p donne, après transformation en fractions de l'ordre 
décimal ^ une période contenant p chiffres , le nombre de chiffres donnés par 
la période de la fraction - est /? . P*~*. 

Corollaire Si on transforme en fractions de Tordre décimal une fraction ô> 

le dénominateur B vérifiant l'égalité B = P*.Q'. R"...., les nombres P, Q, R.... 
étant premiers absolus; si les lettres /?, q^ r.... désignent, par ordre, le 

nombre de chiffres des périodes données par les fractions -, -, -, le 

nombre de chiffres constituant la période primitive , c'est-à-dire la période 

A . . 

de la fraction - , est indiqué par le multiple minimum des nombres 

p.V^\ !7.Q''S /-.R"-' 

144. A la fin d'un travail , dans lequel nous croyons avoir surmonté 
quelques difficultés sérieuses, on pourrait nous demander compte de l'as- 
sertion émise n° 126, sur le lien qui parait unir les racines primitives aux 
nombres premiers; ce lien que nous avons entrevu n^ 140 et 141 ^ nous a été 
utile pour opérer certaines décompositions des nombres 1 0" — 1 en facteurs 
premiei*s, mais nous ne pouvons, à la question générale, faire qu'une réponse 
indécise; toutefois la question est importante, nous ne l'abandonnons pas, et 
si les résultats consignés dans cet ouvrage, paraissent mériter approbation, 
paraissent devoir entrer , partiellement du moins , dans l'enseignement ordi- 
naire , nous étudierons avec plus de zèle les diverses circonstances que peut 
présenter la question si anciennement posée, et quelques notions sur le méca- 
nisme des nombres , notions puisées dans les nombreuses opérations numé- 
riques que nous avons dû faire , nous permettent d'espérer que cette étude 
ne sera pas sans quelques fruits. 
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TABLE 



CONTENANT UNE RACINE PRIMITIVE POUR TOUS LES NOMBRES PREMIERS P, 

COMPRIS ENTRE 1 ET iOOOO. 

Rappelons les énoocés des divers principes qui ont donne les racines primi- 
tives consignées dans cette table : 

1 ® Un nombre premier dont la forme est 4Q -|- 1 , le nombre Q premier, a la 
racine primitive -|- 2 (n® 1 58). 

2"* Un nombre premier dont la forme est 8Q-|-1 , le nombre Q premier, a 
la racine primitive -|- 3 (n*^ 1 59). 

3^ Un nombre premier dont la forme est : soit 6Q-|- 1 , soit 8Q-|- 1 , le nom- 
bre Q premier, présente une racine primitive qui peut être obtenue sans tâton- 
nement par la méthode indiquée (n"" 152 et 155). 

4* Si un nombre premier dont la forme est 2Q -|- 1 , le nombre Q premier, 
n'a pas la racine primitive a , ce nombre a la racine primitive (P — a). 

5"* Un nombre premier P dont la forme 2"Q -j- 1 , le nombre Q premier, est 
unie à Tune des formes 5y-|-2, 5y-}-3, a la racine primitive -|-5 (n® 140). 

6® Un nombre premier P dont la forme 2"Q-|- 1 , le nombre Q premier, est 

unie à Tune des formes 28y-|-^^> 285^-!- 5, 285'-}"^^> ^ '^ racine primitive 
-1-7 (nM40). 

7*^ Un nombre premier P dont la forme 2"Q -|- 1 , le nombre Q premier, est 
unie à Tune des formes 7y-[-3, 7^-|-5, 75^-1-6, a la racine primitive — 7 
(nM40). 

8** Un nombre premier P dont la forme 2"Q -f- 1 , le nombre Q premier, est 
unie à l'une des formes 40y-|- 7, 40ç^-f 17, 409^-1-19, 40y-|-23, 40y-|-33, 
a la racine primitive -j-IO (n** 140). 

9" Un nombre premier P dont la forme 2*Q-f-1, le nombre Q premier, est 
unie à lune des formes 175r-f-3, 175r-f5, 17y-f6, 179^-1-7, 175r-f 10, 17ç^+11^, 
17^^12, 17q+14,alaracine+17 (n*140). 

10^ Si des nombres a, 6, c, etc. ne sont pas des racines primitives d'un 
nombre premier P (un calcul indiqué n® 154 répond à cette question), l'un des 
produits, âépar exemple, est-il une racine primitive de P? 

11® Un nombre premier P dont la forme est : soit 5y-[-2, soit hq-^-^, 
présente, en général, la racine primitive -^-h i ce dernier nombre doit, dans 
ce cas , être employé pour le premier essai. 

38 
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12* Un nombre premier qui a Tune des formes 2Sq-\~5f 28^ -["1**, 
28y -^- 1 7 , a , en général , la racine primitive -[- 7. 

IS** Un nombre premier qui a Tune des formes 7y-|-3; 7çr-|p-5, 7y-|-6, 
a , en général, la racine primitive — 7. 

14" Un nombre premier qui a Tune des formes 405^-1-7, 40y-^11, 40y-|-17, 
40y+19, 40y + 2i, 40y-f-23, 40^ + 29, 405^+3, a, en général, la ra- 
cine primitive -j- 1 0. 

15* Un nombre premier quia Tune des formes i7q'\'^y ^7y-["5, 17^4^» 
175^+7, 17^^4-10, 17y+11, 17^+12, I7y + 14, a, en général, la ra- 
cine primitive -|" 1 7. 

Nota. Dans la Table qui suit , le signe — y placé devant un nombre , indique que la racine 
prîàditive est le complément à P de ce nombre. Eximplb : Le nombre ~|-45 est une racine 
primitive de 47. 
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4007 


— 2 

• 


4523 


5 


5054 


2 


5584 


6 


2039 


—2 


2534 


2 


304 4 


2 


3529 


26 


4043 


5 


4547 


2 


5059 


2 


5594 


—2 


2053 


5 


2539 


2 


3049 


2 


3533 


2 


4049 


2 


4549 


3457 


5077 


2 


5623 


2 


2063 


—2 


2543 


6 


3023 


—2 


3539 


2 


4024 


2 


4564 


44 


5084 


3 


5639 


2 


2069 


2 


2549 


2 


3037 


5 


3544 


7 


4027 


5 


4567 


2226 


5087 


—2 


5644 


44 


2084 


3 


2564 


6 


3044 


8 


8547 


5 


4049 


7 


4583 


5 


5099 


2 


5647 


5 


2083 


5 


2B67 


5 


3049 


i* 


3557 


5 


4054 


3 


4594 


—2 


5404 


6 


6654 


2 


2087 


5 


2579 


2 


3064 


6 


3559 


—2 


4057 


5 


4597 


4826 


5407 


2 


5653 


6 


2089 


7 


2594 


—2 


3067 


5 


8574 


2 


4073 


3 


4603 


5 


5443 


55 


5657 


6 


2099 


2 


2593 


7 


3079 


—2 


3584 


2 


4079 


—2 


4624 


2 


5449 


—2 


5659 


2 


2444 


—2 


2609 


7 


3083 


5 


3583 


5 


4091 


2 


4637 


5 


5447 


5 


5000 


3 


2443 


5 


2647 


5 


3089 


3 


3593 


3 


4093 


5 


4639 


—2 


54 53 


5 


5683 


2 


2429 


3 


2624 


7 


3409 


6 


3607 


2800 


4099 


2 


4643 


5 


5467 


40 


6689 


44 


24 34 


2 


2633 


5 


3449 


—2 


364 3 


5 


4144 


—2 


4649 


3 


5474 


2 


6693 


2 


2187 


40 


2647 


5 


3124 


7 


3647 


5 


4427 


—2 


4654 


3 


5479 


2 


5704 


2 


2444 


2 


2657 


5 


34 37 


3 


8623 


~2 


4429 


24 


4657 


45 


5489 


2 


674 4 


—3 


2443 


5 


2659 


2 


3463 


5 


3634 


45 


4433 


2 


4663 


5 


6497 


466 


6747 


2 


24 53 


3 


2663 


5 


34 67 


—2 


3637 


2 


4439 


2 


4673 


40 


5209 


22 


5737 


6 


2 


464 


35 


2674 


7 


3469 


7 


3643 


5 


44 53 


5 


4679 


—2 


5227 


2 


5744 


2 
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* a 



S 



o S 



5743 

5749 

5779 

6783 

6791 

6801 

6807 

6843 

6821 

5827 

5839 

6843 

5849 

5864 

6867 

6861 

5867 

6869 

6879 

6884 

6897 

5903 

6923 

6927 

6939 

6953 

6984 

6987 

6007 

604 4 

6029 

6037 

6043 

6047 

6063 

6Ô67 

6073 

6079 

S089 

6094 

6401 

6443 

6424 

6434 

6433 

6443 

6464 

6463 

6473 

6497 

6499 

6203 

624 4 

6247 

6224 

6229 

6247 

6267 

6263 

6269 



a 



2 



—2 
2 
2 

—2 

—2 
3 

—2 
2 
6 
2 

—2 
6 
3 
2 
7 
3 
5 
2 

—2 
33 
6 
6 
6 
6 
2 
7 
3 
6 
6 
2 
2 
2394 
5 

—2 
5 
2 
40 
3408 
3 
7 
2 
5 
7 
2 
6 
6 
3 
3 
2 
2 

—2 
6 
2 
6 
3 
2 
5 
6 
6 
2 



3 

o 



6274 

6277 

6287 

6299 

6304 

634 4 

6347 

6323 

6329 

6337 

6343 

6353 

6359 

6364 

6367 

6373 

6379 

6389 

6397 

6424 

6427 

6449 

6464 

6469 

6473 

6484 

6494 

6524 

6629 

6547 

«554 

6553 

6563 

6569 

6574 

6577 

6584 

6599 

6607 

6649 

6637 

6653 

6659 

6964 

6673 

6679 

6689 

6694 

6704 

6703 

6709 

6749 

6733 

6737 

6764 

6763 

6779 

6784 

6794 

6793 






44 
5 

— ÎÉ 

2 

40 

—2 

2 

5 

3 

40 

—2 
5 

—2 
24 
5 
5 
2 
2 
2 
6 
3 
3 
3 
2 
3 
7 
2 
6 
7 
5 

—2 
40 
5 
3 
3 
6 
44 

—2 
5 
2 
5 
2 
2 
6 
5 
4 5 
3 
2 
2 
5 
2 

—2 
2 
5 
3 
5 
2 
2 

—3 




40 I 



6803 

6823 

6827 

6820 

6833 

6844 

6857 

6863 

6869 

6874 

6883 

6899 

6907 

694 4 

6947 

6947 

6949 

6969 

6964 

6967 

6974 

6977 

6983 

6994 

6997 

7004 

7043 

7049 

7027 

7039 

7043 

7057 

7069 

7079 

7403 

7409 

7424 

7427 

7429 

7454 

7459 

7477 

7487 

74 93 

7207 

724 4 

7243 

7249 

7229 

7237 

7243 

7247 

7253 

7283 

7297 

7307 

7309 

7324 

7334 

7333 




5 

—2 
2 
2 
5 
22 
3 
5 
2 
3 
2 
2 
5 

—2 
2 
5 
2 

—3 

24 

40 

2 

6 

5 

—2 
6 
3 
2 
2 
5 

—2 
6 
5 
2 

—2 
6 
2 
3 
5 
7 

^3 

~2 

40 

2 

6 

—2 
2 
394 3 
2 
2 
6 

a 

^2 
5 
6 
6 
6 
6 
7 
S 
6 




7349 

7354 

7369 

7303 

744 4 

7447 

7433 

7454 

7457 

7459 

7477 

7484 

7487 

7489 

7499 

7507 

7547 

7523 

7529 

7537 

7544 

7547 

7549 

7559 

7564 

7573 

7577 

7583 

7589 

7594 

7603 

7607 

7624 

7639 

7643 

7649 

7669 

7673 

7684 

7687 

7694 

7699 

7703 

7747 

7723 

7727 

7744 

7753 

7757 

7759 

7789 

7793 

7847 

7823 

7829 

7844 

7853 

7867 

7873 

7877 



• 




a i 


as 


M g 


i 
» s 


2 


7879 


6 


7883 


7 


7904 


5 


7907 


2 


7949 


5 


7927 


8 


7933 


2 


7937 


6 


7949 


2 


7954 


2 


7963 


7 


7993 


6 


8009 


7 


8044 


2 


8047 


2 


8039 


5 


8053 


2 


8059 


3 


8069 


7 


8084 


2 


8087 


5 


8089 


2 


8093 


—2 


8404 


43 


84 4 4 


5 


8447 


5 


8423 


5 


8447 


2 


8464 


—2 


8467 


2 


8474 


—2 


8470 


2 


84 94 


45 


8209 


2 


824 9 


3 


8224 


2 


8234 


5 


8233 


39 


8ÎÎ37 


—2 


8243 


2 


8263 


34 59 


8269 


—2 


8273 


2 


8287 


3 


8294 


—2 


8293 


7 


8297 


40 


834 4 


5 


8347 


—a 


8329 


2 


8353 


5 


8363 


3 


8369 


—a 


8377 


a 


8387 


45 


8389 


a 


844 9 


5 


8423 


5 


8429 


6^ 


8434 




—a 

5 

a 

5 

—2 

7520 

2 

5 

2 

—2 

4745 

5 

3 

—7 
6 

—2 
2 
3 
2 
7 
5 
47 
2 
6 

—2 

a 

5 

3 

7 

6486 

a 

3 
35 

7 

a 

a 

—a 

55 
5 
5 
3 

a 

6 
4438 

a 

3 
6 

—3 
6 
7 
6 
5 
3 
6 
3 
6 
3 

—S 
3 

—a 



sg 




aâ 


si 


• 


si 


p4 

^1 




BACIF 
PRIMITl 


si 

2g 


8443 


2 


8974 


ï 


9494 


8447 


—2 


8909 


—2 


9497 


8464 


7 


9004 


7 


954 4 


8467 


a 


9007 


5 


9534 


8504 


7 


904 4 


2 


9533 


8543 


5 


9043 


5602 


9530 


8534 


33 


9039 


2 


9547 


8537 


5 


9044 


3 


9564 


8537 


5 


9043 


5 


9587 


8639 


3 


9049 


3 


9604 


8543 


—3 


9059 


2 


9643 


8563 


3 


9067 


6903 


9649 


8573 


3 


9094 


3 


9633 


8584 


7 


9403 


—3 


9629 


8597 


5 


0409 


40 


9634 


8699 


—3 


94 27 


5 


9643 


8609 


3 


9433 


3348 


9649 


8633 


5 


9437 


5 


9664 


8627 


5 


94 64 


— 2 


9677 


8639 


4530 


04 57 


6 


9679 


8644 


34 


9464 


3 


9681^ 


8647 


5 


9473 


2 


9607 


8663 


5 


0484 


2 


974 9 


8669 


3 


94 87 


943 


9724 


8677 


5 


94 99 


—2 


9733 


8684 


45 


9203 


5 


9739 


8689 


33 


9209 


3 


9743 


8693 


6 


9224 


2 


9749 


8699 


• 3 


9227 


6 


9767 


8707 


3879 


9239 


—2 


9769 


8743 


6 


9244 


43 


9784 


874 9 


4664 


9257 


5 


9787 


8734 


3 


9277 


4042 


9794 


8737 


5 


9284 


3 


9803 


8744 


3 


9283 


2 


984 4 


8747 


3 


9293 


5 


9847 


8753 


5 


934 4 


—2 


9829 


8764 


54 


934 9 


—2 


9833 


8779 


35 


9323 


5 


9839 


8783 


—3 


9337 


5 


9854 


8803 


5 


9344 


2 


9857 


8807 


5 


9343 


5 


9859 


8849 


3 


9349 


2 


9874 


8834 


3 


9374 


2 


9883 


8834 


—5 


9377 


5 


9887 


8837 


5 


9394 


—2 


9904 


8839 


—3 


0397 


3 


9907 


8849 


3 


9403 


3584 


9923 


8864 


3 


9443 


6 


9929 


8863 


6 


9449 


3 


9934 


8867 


5 


9424 


3 


9944 


8887 


•—3 


9434 


—3 


9949 


8893 




9433 


6 


9967 


8923 




9437 


5 


9973 


8929 


44 


9439 


43 




8933 




9464 


3 




8944 




9463 


3 




8954 


—3 


9467 


3 




8963 


3 


9473 


6 




8969 


3 


9479 


—a 





B 



a 

I 

•M 

as 



2 
5 
3 
3 
2 
2 
2 

— 2 
2 
43 
5 
2 
5 
2 
3 
2 
7 
2 
5 

— 2 
3 
5 

--3 
7 
2 
3 

—2 
2 
5 
43 
6 
3 

— 2 
2 
3 
6 
30 
3 

—2 
2 
5 
2 

—2 

a 
—a 

2 
6 
2 
3 
40 

a 
a 

6 
41 



TABLES ET EXEMPLES. 
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ÉQUATION a:»-f3i^ + 241=P./. (Voy. le n« »9.) 




369 



-=123 



= «"-hS.*» 
= »»— 8 
= 9»— 2 
=40*— 3 
=<0»-f3.4* 
=10»+ 9 

=40*4- 27 
=4 2»— 6 
=4 2»+ 7 
=43»— 4 2 
=43— e 
=43»+3.2» 
=24»+3.4» 

=44»+3.4» 
=ISX. 14 

=44*+3.3» 
=4 6'+ 4 
=4«»— 45 
=29»— 28 
=29»— 40 
=4«»+3.3» 
=183— 47 
=48»- 4 4 
=32»— 34 
=32»— 43 
=49*— 42 

=4 4»+ 2 

=49»+3.2» 
=49»+ 48 
=36»— 34 
=36?+ 2 
=24»— 20 
=36»+3.4» 
=24»— 2 



=3.4* 



idem = 2 

Reste =3.2= 
Re8te+Raciae= 37 
idem ^ 4 
idem = 37 
idem = 4 
Reste =3.4' 
RMle+RAcine= 49 



CORRESPONDANCE 
AVEC LES TABLEAUX AUXILIAIRES II ET Y. 



L*épreuTe est liée 



i 



3 



3 



3 



Aa tableau II pour les nombres P et P.m 

Aa tableau Y pour les nombres -4~ = ~'^- 
■^ A3 



EACm. 



3rt+ 46=10 
2n+ 30=40 
5«+ 75=40 
7n+408=40 
3n+ 48=42 
5»+ 77=42 

»+ 45=43 
3n+ 46=43 
4/i+ 64=43 
2»+ 30=24 
2a+ 30=44 

»+ 4 5=4 5 
6a+ 92=44 
5a+ 75=4 5 

A+ 4 5^46 

»+ 4 5=29 
6»+ 79=29 
611+ 94=4 6 

n+ 4 5=48 
3o+ 48=48 

n+ 4 5=32 
5ii+ 77=32 
3i»+ 46=49 

4n+ 3=44 A= + 2 



4n+ 63=49 
7j»+HO=49 

»+ 4 5=36 
7n+4 05=35 

i»+ 4 5=24 
2»+ 30=36 
6a+ 76=24 



—44 
~43 
+20 
—40 

+ « 
+ 8 

—44 



TÂTS DB OOLORNB. 



«a-j- 34»+ 244= 7 

n»+ 34fi+ 244= 43 

n^^ 34»+ 244= 24 

n»+ 34»+ 244= 3 

n>+ 34»+ 244= 43 

»»+ 34»+ 244= 3 

»»+ 34»+ 244= 67 

r^^ 34»+ 244= 3 

«a-f- 34»+ 244= 24 

»?+ 34»+ 244= 94 

n34- 34»+ 244= 7 

A>+ 34»+ 244= 43 

»»+ 34»+ 241= 34 

4»»+ 4 20»+ 903= 49 

»»+ 34»+ 244= 3 

a24- 34»+ 244= 43 

»»+ 34»+ 244= 7 

»3-j. 34»+ 244= 183 

n3+ 34»+ 244= 24 

»»+ 34»+ 244= 43 

»»+ 34»+ 244= 4 57 

i»3+ 34»+ 244= 57 

»»+ 34»+ 244= 244 

»»+ 34»+ 244= 7 

4»»+4 20»+ 903= 39 

n>+ 34»+ 244= 273 

«34. 34»+ 244= 874 

»»+ 34»+ 244= 34 

^a-f- 34»+ 241= 7 

«a^. 34^4. 244=: 343 

;a4- 34»+ 241= 84 

1134. 34»+ 244=4057 

n3+ 31A+ 244= 43 

na.j. 34»+ 244= 43 

3n?+ 3»+ 4= 4 9 

ii?^. 34»+ 244= 24 

ii,a+ 3iA-j- S44= 7 

»?+ 34»+ 244=4264 

4»?+^ 30»+ 903= 403 

»a^ 34^ 244_ 443 

n^4- 34»+ 244= 343 

4»»+ 4 20a + 903= 67 



SOLUTION 



49 

24 

7 

3783 

309 

463 

4029 

67 



68 

73 
36 
4240 
340 
426 
662 
4 56 



y 


X 


7 


—41 


43 


— 6 


24 


4 


3 


8 


43 


21 


3 


—5 


57 


34 


3 


— 2 


24 


22 


94 


66 


7 


8 


43 


20 


34 


41 


49 


30 


3 


4 


43 


27 


7 


<7 


483 


4 54 


24 


43 


43 


33 


474 


286 


57 


91 


244 


240 


7 


24 


39 


79 


273 


244 


2643 


826 


93 


445 


7 


29 


343 


309 


34 


83 


3474 


4009 


429 


493 


43 


407 
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Suite de l ÉQUATION .r»+3i^+24i =P.j. 



467 

481 
487 
409 
523 
544 
547 
674 
677 
604 
607 
643 
649 
634 
643 
664 
673 
694 
709 
727 
733 
739 

754 

757 
769 

84 4 

823 
829 
853 
859 
877 
883 

907 

949 
937 
967 
994 
997 



■flP" 



457 

463 

484 

487 

499 

523 

544 

647 

574 

677 

604 

607 

643 

649 

634.3 

643 

664 

673 

694.3 

709 

727.3 

733.3 

739 

754-f-2 



3 
757 
769.3 
84 4-1-2 



=254 



3 
823.3 
829.3 
853 
859.3 
877 
883.3 
(907.7)-f2_ 



ÉPREUVE. 



=24>4- 46 
=22«— 24 
=22' — 3 
=22»-f.3.4» 
=22»-f- 4 5 
=22»-j- 39 
=23»-t-3.2» 
=44»_ 40 

=24»— 6 
=23»-f3.4> 
=25^— 24 
=25»— 48 
=24«-h 37 
=25'— 6 
=44»— 43 
=24»-f- 67 
=25»-f- 36 
=25?-i-3.4» 
=46»4-3.4' 
=27»— 20 
=47»— 28 
=:47«— 40 
=27»4- 40 

=46»-^ 6 

=28»— 27 
=48»-|-3.4» 



de là Reste4-R*ciiie= 37 
idem =: 4 
idem =49 
Reste =3.43 

Reste-}-Raciiie= 37 
idem =: 64 
Reste =3.2» 

Re8te+Racine= 4 
idem =49 
Reste =3 . 4» 



=274 =46»-^ 4 5 



=60»— 34 
=50»— 43 
=29»-h3 . 2» 
=50»+ 77 
=30»— 23 
=54»-|-3.4» 



3 
949.3 
937 
967 
994 
997.3 



=24 47=46»-f- 4' 

:=53a^ 62 
=348— 24 
=34»-|- 6 
=34'+ 30 
=64'-i-3 . 6» 



Reste+Raciiie= 4 

idem = 7 

idem = 64 

idem = 49 

idem = 4 

idem = 94 

idem = 64 

Reste =3 . 4» 

idem =3 . 4' 

Re8te+Racine= 7 

idem =49 

idem = 37 

idem = 37 

idem =r 4 1 



idem 
Reste 

Reste+Radm 



=3.4» 
34 



idem =49 

idem = 37 

Reste =3.2» 
Reste+RaGine=4 27 

idem = 7 

Reste =3.4' 

idem = 4' 



Reste+Racûu 

idem 

idem 

idem 

Reste 



: 4 
: 7 
: 37 
: 64 
:3.5» 



CORRESPONDANCE 

AVEC LES TABLEAUX AUXILIAIRES II ET V. 



L'épreave est liée 



iée i 

^2« 



t ^ 

p 
c 



2 



2 

2 

4 
4 
4 
4 
2 



w 

si 

o 

ai 



4 

4 

3 

4 

4 

3 

2 

4 

3 

4 

4 

2 

6 

3 

4 

6 

5 

4 

4 

2 

3 

4 

4 

6 

4 
4 

40 

3 
4 
2 

7 
2 

4 



4 
2 

4 
6 
5 






3 

4 

4 

4 

3 

4 

4 

4 

4 

6 

4 

4 

4 

3 

4 

5 

8 

6 

4 

4 

4 

4 

6 



4 
4 

6 

3 
3 
4 
6 



4* Au tableau II pour les nombres P et P. m. 



Au tableau Y pour les nombres — ^ = — ^^ — . 

A 3 



RACnCE. 



7»+ 4 05=24 

n-f 4 5=22 
5i»-f- 77=22 
2»-f- 30=22 
7i»-f406=22 
9^4-439=22 
4;»-f 63=23 

n-i- 4 5=44 
6i>-|- 79:=:24 
8»-f-427=23 

n-i- 4 6=25 
3n-f 46=25 
9^4-4 44=24 
6»-j- 75=25 

«4- 4 6=44 
4 4n-j-.467=24 
9^4- 4 ^2=25 
8n4-4 24=25 
8»4-4 25=45 
3»4- 48=27 
5ii4- 77=47 
7/i4-4 40=47 
7i»-î-4 4 4=27 

11»+ 5=46 

n+ 4 5=28 
•iA-j- 30=48 

4 9A+ 46=46 

5n+ 76=60 
7»4-< 08=50 
4/»4- 64=20 
4 3»4- 206=60 
3/»4- 48=30 
8n+4 23=54 



TALSITR 
DBR. 



2n 



=46 



/»+ 45=53 
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80 


4 


24 


494 


3 


37 


289 


4450 


869 


405 


44 


83 


505 


4 


4 




84 


2 


34 


196 


4480 


878 


290 


34 


4 32 


407 


3 


34 


508 


60064 


5594 




83 


66364 


5449 


4Î)7 


4 


48 


293 


33 


438 


408 


38369 


4474 


540 


44486 


2444 




84 


4400 


854 


4 98 


34442 


4028 


295 


49 


98 


44 4 


3335 


4348 


544 


7 


66 




88 


424 


254 


499 


8 


403 


296 


4 


46 


44 5 


46 


89 


542 


4 


3 




90 


26 


446 


200 


9 


67 


304 


6 


48 


446 


40800 


2372 


64 3 


2 


23 




94 


238 


352 


-204 


2 


29 


302 


40848 


2374 


447 


2 


25 


546 


22820 


3448 


1 " 


226 


343 


202 


4 4 578 


2456 


309 


3350 


4 324 


449 


45 


86 


547 


4 


2 


Il OS 


49 


99 


204 


5 


49 


340 


40 


70 


420 


20 


400 


549 


334 5 


4344 




L 


3440 


4279 


208 


47 


93 


34 4 


3640 


4877 


424 


4 


40 


520 


4 


4 
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RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION ^/* + 3 = P.j. (Voy. les n»- 32 et 132.) 

A la leltre P, on a substitue successivement tons les nombres premiers com- 
pris entre 1 et 10000 et ayant la forme 6Q+ 1 , le nombre Q premier. La solu- 
tion w,, /, de l'équation particulière a*-f-3 = P.^ est obtenue par Tépreuve 
indiquée n"47, épreuve liée au tableau VII, n** 46. Du nombre a, impair et 
inférieur à P, on déduit une racine primitive de P. En effet, r on a, n** tS2, 

Rj = s, = "!" ■ ; 2"* le nombre s (n^ 152) est connu par la reefacrcM des 

restes donnés par les dividendes 2^ 2*^, 2*^, 2*^; 3" le produit ss,, diminué, 
s'il y a lieu , du multiple de P, donne (n** 152) une racine primitive de P. 



a 
t 

m 
■s 
tu 

Sa; 

9 

« a 

I 

>■ 



31 

43 

103 

223 

283 

439 

49» 

043 

4399 

4 579 

4027 

4699 

2203 

2383 

2707 

3348 

3403 

3007 

4567 

5323 

«079 

7699 

7927 

7963 

8467 

8287 

8707 

8749 

9067 

94 87 

9403 



ÉPREUVE. 



34. 
43. 

403. 

223. 

283. 

439. 

499. 

843. 
4399. 
4 579. 
4027. 
4d99. 
2203. 



4: 

4: 

4: 

4: 

4: 

24: 

7: 

7; 

49: 

57: 

I: 

7: 

409: 



2383. 43: 
2707. 4 66: 
3343. 73: 
3463.4 56: 
3007.484: 
4567. 3: 
5323. 7: 
0079. 3: 
7699.442: 
7927. 24: 
7963.397: 
8467.484: 
8287 . 4 56: 
8707.403: 
8749. 49: 
9067.546: 
9487. 97: 
9403 . 292= 



= 4 4»4-4».3 
= 43»+4».3 
= 40»-f4>.3 
= 44»-|-3».3 
= 46»-f3*.3 
r 9654- <'. 3 
= 59'4-2».3 
= 67»-f2».3 
= 463»-f2^3 
= 300»+ 4 '.3 
= 40»-f3>.3 
= l09»+2».3 
= 490»-f3».3 
= 470»+4».8 
= C57»+4».3 
= 404»-f 4>.3 
= 785»4-4».» 
= 808^4- 1*.3 
: 4 47>-t-2».3 
= 4 93»-h2'.3 
= 435>-j.2».3 
=4784»-f.3».a 
t 408»-f 4>.3 
:4778'+3>.3 
:4 982'-f-4».3 
=l437»4-4».3 
: U47»-j-2».3 
: 407»4-2^3 

:2403»4-<*.3 
: 944»4-<'.3 

:4657»-j-3».3 



II 
» 



3n— 4: 

3/*4-4: 

u 
2»+ 4: 

2^4-*; 

2/14-4: 

u 
3/»-f-4: 

3»4-<: 
» 

» 

n 



44 
40 

50 

07 

403 

40 
409 
490 



V 
M 

y> 
n=z 5 
»= 5 

» 
»= 29 
n= 34 
11= 84 

M 

n=: 43 
n= 54 
/K=463 



u 
» 

M 
V 

M 



2«-f 4= 447 


1»— 58 


2/»-f-4=: 493 


»= 90 


2»-j-4= 4 35 


»= 07 


3»— 4=4784 


11=594 


3»— 4=4778 


M 

i»=593 


u 


» 


» 


M 


2»»4-4= 047 


/»=473 


2»+ 4= 407 


n=203 


M 


» 


3»+ 4 =4 067 


n=552 



r= 



» 

»»-f-r= 28 
n?4-r=: 28 

M 

i»«4.r= 484 

»'4-'=: 4092 

ii'4t= 6664 

» 

/»»-f-r= 472 

/»'-j-r= 2949 

i»»4-'^= 26572 
11 

u 

» 
» 



/i»+r= 3367 
»»4-'= 924 9 
n»4-'= 4492 lr= 

n>4-'=3&2<)39 
II 



SYSTÈME-SOI.IJTION. 



4 

4 

4 

28 

28 

24 

5908 

7044 

424740 

57 

472 

20433 

2896348 

43 

4 56 

73 

4 56 

484 

40404 

64533 

43476 



M 
» 



= 44569668 
r= 24 
ii'+r=35l662 /=4 39605844 

= 484 



= 4 56 

c=: 23044-196 
= 783028 
l/= 546 

= 97 

= 88074444 



»'4-r=228732 

»'4-'= ♦^242 
11 

M 

n»4-/=:304707 



n: 

u: 
m: 

HZ 

uz 
»: 
uz 
«: 
«: 
u: 
uz 
n: 
uz 



u: 
uz 
uz 
uz 



uz 
uz 
uz 
uz 
uz 
uz 



m: 
a: 



44 
43 
40 
79 
89 
06 

iln 

22 i 7 
4 3209 
300 
529 
5892 
79879 
476 
057 
494 
735 
808 
0702 
4 8534 
9034 
4057923 
408 
1054303 
4 982 
4 437 
447937 
82027 
2463 
044 
944673 



RECHERCHE 



D ONE aiCINB ^AlSniTB. 



«,: 
«,: 
u^ 
«,; 
«,: 
«,: 
M,: 
«,: 
r/,: 
II,: 
«,: 

«I- 
M,: 

If,: 

«,: 



n 



ti,: 

«1- 
1/,: 



u, 



»/,: 
«,: 
II,: 
«,: 
«1= 



w 



1/,: 
«,: 



= 4 4 R,=S,= 6 

= 43 R,=S,= 7 

= 93 R|=Sf= 47 

= 79 R,=S,= 40 

= 89 R,=S,= 45 

= 343 R,=S,= 472 

= 279 R,=S,= 4 40 

= 355 R,=S,= 478 

= 784 R,=S,= 394 

=4 279 R,=S,= 640 

= 529 U,=S,= 205 

= 524 R,=S,= 204 

= 674 R,=S,= 286 

=2207 R,=S,=4 404 

= 657 R,=S,= 329 

=2849 R,-=:S,=4425 

= 735 R,=S|= 368 

=2799 R,=rS,= 4 400 

=2225 U,=S,=r4 4 43 

=2506 R,=S,=4283 

=3407 R,=S,=4 554 

=4539 Ri=S,=2270 

=754 9 Ri=S,=3700 

=3247 Rr=8,:=4624 

=6 485 Ri=S,=3003 

= 4137 Ri=S,= 569 

=4827 Ri=S,=24*4 

i4563 R,=S,=2282 

:2463 R|=S,=6903 

:8-i43 R,=S,=44 22 

:6824 R,=S,=344 4 






a 



ggHgl 



39 
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157 



229 



277 



733 



997 



1069 



2749 



RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS ««-f 3 = P.^, X»+/=P.^ 

(Voy. la note du n*» 152.) 

i® A la lettre P on a substitué successivement les nombres premiers compris entre i et iOOOO, 
ayant la forme i 2Q -|- 1 , le nombre Q premier ; le système-solution u jr âe chaque équation 

particulière u' -|- 3 = P.7^ fait d'abord connaître le nombre Ui impair inférieur à P, et applicable 

1/ -1-1 
a Pinconnue générale u , ensuite le nombre Ri = xj = ' 7^ . 

2« Dans Téquation X"-|-7- = P./^ liée à l'équation ïi*-|-3 = P.j-, on a substitué à r le 
nombre P — a?i, et le système-solution Xi r,, applicable à Téquation transformée X*-|-(P — Xi)==P.t, 
donne, n« 135, l'égalité Xi = si. 

3« Le nombre s est donné par la recherche de la division par P des dividendes 2« 2^ 2'« 2*« 2**. 

4° Le produit s.Si diminué, s'il y a lieu, du multiple maximum de P est, n" 153, une racine 
primitive de P. 



ÉQUATIONS ET ÉPREUVES. 



3229 



«'+8 = 4 57^ 
4 67.4 = 26>+4».3 

X»+444 = 4 57/ 
457.4 = 22»+4>.444 

»'+3 = 229^ 
229.7 = 40»+4».3 

X?+434 = 229/ 
229.2 = 48»+4».434 

«*+3 = 277^ 
277.7 = 44»4-4».3 

X>+460 = 277/ 
277.6 = 35«-f-4».460 

o'+S = 733^ 
733.49 = 4 48»+4'.3 

X«+425 = 733/ 

733.48 = 4 48'+4>.425 

m'+3 = 997/' 

997.49 = 224'+2>.3 
X'4-692 = 997/ 

097.9 = 94«4.4).692 

»'-f3 =4069^ 

4069.28 = 473*4- 1».3 

X>-(-982 =4069/ 

4069.2 = 34'+4>.982 

tt»-f-8 =2749/' 
2749.49 = 367>-f.2'.3 

X'+S4 53=r2749/ 
2749.9 = 427>+2>.24 53 2a+4=4 27 «=63 i»»-f-r=: 64 22 



2n-}-l=224 11=4 40 n^-^-rzi: 42403 



2^4-4=367 n=483 n'+r= 33492 /= 4644408 

/= 55098 



u^+Z =3229j 
3229.57 = 429'+2^3 2ii+4=429 n=244 n'+r= 4579 

X*+Sai 4=3229/ 
3229.6 = 83>4-2'.2344 2jt4.4= 83 ns=: 44 n*-{-f= 3995 



SYSTÈME-SOLUTION. 



J= 


















4 
4 

7 
2 

7 
5 

49 
48 

593047 
9 

28 
2 



u 
X 



= 25 



x= 



x= 

tt:=: 
X= 



= 2640543 
/= 4 9975 



= 22 

40 
48 

4^ 

35 

448 
443 

24346 
94 

473 
34 

67467 
42307 

94842 
8034 



X= 

uz=z 

x= 



RECHERCHE 




n'uifi 


, RAcnrB PRimnTB. 




Ut = 25 
X,=s,= 22 


X| 4 3 •.•! — 

S= 453 


C9 


», = 489 
X,=s,_ 48 


«,= 95 ».«!= 

•= 225 


4 57 


u, = 233 
X,z=ai,— 35 


*,= 4 47 s,S|r= 
•= 273 


437 


Ml = 645 
Xê=»i= 4 43 


x,= 308 •.«!= 
t= 729 


284 


», = 609 
X,=s,= 94 


X, — 305 s.S| — 
•— 993 


633 


», = 473 
X,=«,— 34 


x,= 87 t.ft|Z= 
s=4065 


933 


», =4 4 94 
X,=3i,=434 4 


x,=- 596 t.s,= 
• —2745 


954 


», =4829 
X,=»|--4573 


x,= 94 5 •.•p= 
ci=3SS6 


466 




ï 57 •■ 



137: 



ti\ 



633 



I 



93n 



2r>4 - 



166 
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Suite de la RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS w'+3=P.j, X*+r=P./. 



? « 

— > 



ÉQUATIONS ET ÉPREUVES. 



SYSTEME*S0LUT10N. 



3373 



4549 



«'4-3 =33737 

3373.04 = 564'4-3».3 3«— 4=554 »=485 /i'+r= 34228 

X»-f- 274 8=3373/ 
3373.244 = 848>4-4^2748 



If 



«»-|-3 =4ô49y 
4549.247 =loe<fi-j'OZ 

X'-f- 2804=4549/ 
4549.47 = 273»-f4».2804 



» 



1^+3 =4697^ 

.00.714597. 4 24 = 755'-f4'.3 u » » 

40 J/ x^-l-424 9=4597/ 

1597.485 = 943'+2>.4249 2a+4=943 ii=450 a>4-/=242455 



4909 



3197 



6037 



7213 



8629 



»»+3 =4909^ 
4909.268 =4 447*-f4».3 » » 

X>-|- 4335=4909/ 
4909.4 54 = 838»+3'.4335 3»4.4=838 «=279 »'-fr= 824 76 

»»+3 =54977 
5197.4 48 = 877'+3'.3 3/«-f4=877 /!»=292 »'+r= 85267 

X'-f3348=54 97/ 
54 97.43 = 233>4-2<.3348 2n-f4=233 i»=4 46 A>+r= 46774 

u5-f.3 =60377 
6037.472 =404 9»-f-4».3 » „ » 

X'H- 5527=6037/ 
6037 244 =4 4 07'-f2».5527 2»-f4=4 4 97 «=598 n^-f r=363434 



^=34 4 474748 «=4 022499 
/= 244 X= 848 



RECHERCHE 

D*inrE RACINE PRIMITCVE. 



247 



4060 






47 X= 273 



4 24 «= 755 



/= 39248675 



424766 



u, =4399 x,= 655 s.S|=3354 

s=3369 

X| ~rT8 |^i: 848 



M > 



Ol H 



rt 



9* 



3354 



u-l-3 =72437 
724 3.4 96 =4 489'4-.3'.3 

X»-f 4640=724 3/ 
7213.96 = 825'''+4'.4640 



3ii-f-4 = l4 89 n=396 A>-fr=4 5684 9 



9013 



u*+3 =86297 
8629.474 =204 6'-f 4V3 » » i> 

X'-f5322=8629/ 
18629 403 = 047»4-3».5322 3»— 4=947 «=306 «'+r= 98958 

«'-f3 =90437 
9043.442 =4927*-f3'.3 3«+4^4927 «=642 »'+r=442467 

X»+ 5687=90 4 3/ 
9043.46 =305'-|-3'.5687 3«— 4=305 «=102 n?-{-n=z 46494 



9133 



ii»H-3 =94337 

9133.259 =l538»4-4».3 » 

X»-f 5335=9133/ 
9133.437 =4 409'-|-2^5335 2n-f4=4 409 



554 a>+r=34 2264 



9277 



268 u= 4 4 47 



/= 4 2408576 X= 246867 



r= 4 264 9546 a= 256093 



/= 24 8062 X= 33664 



= 472 «= 4040 



Ui =3489 x,=4745 
X,=»,= 273 

Ui =755 Xi= 358 
X,=s,=4842 

u, =14 47 Xi— 674 
X,=»,=4 357 

tf, =r3757 x,=4879 
X,=s,=2482 



8.S|=r3457 



:4545 



s.S|=4826 



:4593 



3457 



1826 



8.s,=4390 
1=4905 i<*o»U 



s.8,= 466 



:5493 



/= 8754 457 4 X= 726860 



r= 30736064 *«= 470853 






95 X= 825 






474 
4 0492674 



7=469842804 
/= 257456 

7= 259 

/= 42778887 



i(= 2016 
X= 296568 

11=4 2374 43 
X= 48474 

«= 4 538 
X= 625056 



u»-f3 =92777 
9277.4 56 =4 203»-f4'.3 » m » 

XH 8676=9277/ 
9277.33 = 524»-f2».8675 2a-f4=524 «=260 »'+ft= 76275!/ 



4 56 
2647075 



«= 4 203 
X=: 4 52840 



II, =404 9 x,= 540 s.8,=2394 

s=6033 
X,=8,=2420 



tt, =5205 x,=:2603 8.8|=3943 

8=7209 
X,=8,= 825 



II, =6643 X|=3S07 s.6|=4630 

8=8635 
X,r=s,=3482 



iii =6654 Xi=3326 8.s,=6«02 

8=9009 
X,=s,=3406 



M, =7595 x,=3798 8.8,=:2248 

8=94 29 
X,=s,=4042 



II, =4 203 x,= 602 
X,=s,=4378 



:9273 



s.8,=4042 



466 



2394 



3913 



4530 



5602 



2218 



1042 



308 



AÎNALYSE INDÉTERMINÉE DU SEœND DEGRÉ. 



TABLE DU NOMBRE DES CHIFFRES QUE PRÉSENTENT LES PÉRIODES DE TOUTE 
FRACTION ORDINAIRE, OU DITE ANCIENNE, TRANSFORMÉE EN FRACTIONS DE 
L'ORDRE DÉCIMAL ; LE DÉNOMINATEUR P ÉTANT PREMIER ABSOLU ET IN^RIEUR 

A iOOOO. 

P— 1 



4» Le titre 



indique le nombre de diiffret de la période. 



V Le nombre 40 est Racine primitive des nombres P qui ont une période de P — \ chiffires. 



( 



P-4 
7 

23 

47 
59 
61 
97 
409 
443 
434 
449 
467 
479 
48« 
4 93 
223 
229 
233 
257 
263 
260 
343 
337 
367 
379 
383 
389 
40» 
449 
433 
461 
487 
404 
490 
503 
509 
511 
571 
577 
593 
01» 
6i7 
6:) il 
701 
709 
727 
743 
787 
841 
821 
6'i3 
857 
80 :S 
867 
937 
9 il 
9Ja 
97» 
977 



983 
1049 
4024 
1033 
1051 
4063 
4009 
1087 
4094 
1097 
1103 
1409 
1463 
4474 
1484 
4493 
4247 
1223 
1229 
1259 
1294 
4 297 
1301 
1303 
1327 
1367 
1381 
4 409 
1429 
1 433 
1447 
1487 
1 "3:3 1 
1 543 
4549 
1553 
1307 
1571 
1579 
4 583 
1«07 
1619 
1624 
1663 
1697 
1709 
1741 
1777 
1783 
1789 
1811 
1823 
1847 
18(31 
1873 
1013 
I9i0 
I97y 
2017 
20 -2 y 
jor.a 
20GO 
20 a 



2443 

2437 

2444 

2443 

2153 

2179 

2207 

2224 

2261 

2269 

2273 

2297 

2309 

2339 

2344 

2374 

2383 

2389 

2441 

2417 

2423 

2447 

2459 

2473 

2539 

2543 

2549 

2579 

2593 

2617 

2621 

2633 

2657 

266a 

2687 

2699 

2713 

2734 

2744 

2753 

2767 

2777 

2789 

2819 

2833 

■2851 

2864 

2887 

2897 

2903 

2900 

2027 

2939 

2071 

3011 

3019 

.JU23 

3137 

ÎI07 

:3257 
.i250 



3299 

3804 

3343 

3334 

3343 

3374 

3389 

3407 

3433 

3464 

3463 

3469 

3527 

3539 

3547 

3574 

3584 

3593 

3607 

3647 

3623 

3637 

3659 

3673 

3704 

3709 

3727 

3767 

3779 

3833 

3847 

3863 

394 4 

3943 

3967 

3989 

4007 

404 9 

4051 

i057 

4073 

«091 

4099 

4127 

1130 

4153 

4177 

4211 

1217 

1219 

1220 

4250 

4201 

Wll 

i:J37 

t330 

i:MO 

t421 

1123 5030 

111715081 

il5l (iUll 

4457 OU 20 

1103 G047 



4567 
4583 
4624 
4673 
4694 
4703 
4783 
4793 
4847 
4934 
4937 
4907 
5021 
5059 
5087 
5099 
5407 
54 53 
5107 
5479 
5489 
5233 
5273 
6297 
5303 
5309 
5384 
5393 
5447 
544 9 
5479 
5504 
5503 
554 9 
5527 
5534 
5581 
5623 
5654 
5657 
5659 
5669 
5701 
5737 
5711 
5743 
5740 
5770 
5783 
5807 
5821 
5827 
5857 
5Sui 
5800 
5807 
59U3 
5027 



.1. 



6073 7487 
6443J7499 
6434,7544 
6443 7577 



624 4 



7583 



6247:7607 
6224 I 7673 
6247 I 7687 
6257,7604 
•263 7699 
6269 7703 
6301 '7727 



6337 
0343 
6353 
6367 
6389 
6473 
6553 
6571 
6619 
0659 
6661 
6673 
6691 
6704 
6703 
6709 
6737 
6779 
6784 
6793 
0823 
6829 
6833 
0857 
6863 
0869 
6899 
6949 
6967 
6971 



7753 
7793 
7817 
7823 
7829 
7873 
7901 
7927 
7937 
7949 
8017 
8059 
8069 
8093 
8101 
8171 
8479 
8233 
8263 
8269 
8273 
8287 
8291 
8297 
8353 
8377 
8389 
8423 
8429 
8447 



0977 8501 
0083*8513 
7O10|85:i7 
7057 8513 
7000 8023 
7103 8047 
7100 8063 
7177 8000 
7103 8000 
7207 874:i 
7210 8731 
7220 8741 
7217 8753 
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